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Cette synthése de trigonométrie a été rédigée suite a une suggestion de M. le Professeur
E. Delhez.

Elle est destinée a aider les étudiants a préparer ’examen d’admission aux études d’ingénieur
civil.

Son objectif est de proposer une synthése des définitions et propriétés utiles. Aucun résultat
énoncé n’est démontré. Si un étudiant souhaite obtenir une preuve des énoncés annoncés,
nous le renvoyons a ses cours de I’enseignement secondaire.

Il ne faut pas considérer ce document comme une bible! D’une part, il ne s’agit pas de
notes de cours. Les notions ne sont pas toujours abordées dans le méme ordre que lors de leur
approche en classe. D’autre part, il est certainement pourvu de nombreux défauts : lacunes,
imprécisions, manque d’exemples ou d’exercices, illustrations omises, lapsus ou fautes de
frappe,...

Une étude par coeur du contenu de ce recueil n’est pas une bonne méthode pour se
préparer et ne garantit en rien la réussite de I’examen.

Une annexe concernant la logique et différents type de démonstrations a été ajoutée
a ce document dédié a la trigonométrie. Bien que ne faisant pas explicitement partie du
programme de ’examen d’admission, quelques notions de logique mathématique permettent
de mieux comprendre les notations utilisées lors de la résolution d’exercices.

La pratique de la résolution d’exercices et de problémes est également indispensable. Nous
renvoyons aux résolutions proposées par les examinateurs publiées ailleurs et a la derniere
annexe de ce document. Nous savons que les résolutions publiées ici ne sont pas nécessairement
les plus efficaces ou les plus élégantes. Elles mériteraient une relecture supplémentaire que
nous n’avons pas le temps de faire aujourd’hui.

Toutes nos excuses pour les défauts figurant dans ces notes. Nous espérons profiter des
commentaires et remarques des utilisateurs pour perfectionner cette premiére version pour
les années ultérieures.

Tous nos remerciements au Professeur Delhez pour ses relectures et ses nombreux conseils

avisés.

Yvan Haine, Pierre Joris



Chapitre 1

Définitions

1.1 Notions de base

1.1.1 Angles et mesures d’angles
Angles orientés

Un angle orienté de sommet O est un couple de 2 demi-droites de méme origine ([OA, [OB).

Les deux demi-droites sont appelées les cotés de 'angle.

On distingue deux sens :
e le sens positif ou trigonométrique qui est le sens contraire aux aiguilles d’'une montre

e le sens négatif qui est le sens dans lequel tournent les aiguilles d’'une montre.




1.1. NOTIONS DE BASE CHAPITRE 1. DEFINITIONS

L’amplitude d’'un angle se mesure en degrés ou en radians. Elle est précédée du signe +

si I’angle orienté est de sens positif et du signe — dans 'autre cas.

Angles particuliers

e [’angle plat est 'angle dont les cotés sont dans le prolongement 1'un de I'autre.
e L’angle droit est la moitié d'un angle plat.

e [’angle nul est 'angle dont les cotés sont superposés.

Degré

On mesure "'amplitude d’un angle tracé sur une feuille a I'aide d’un rapporteur. Le degré
est I'unité de mesure d’angle tel que ’angle plat a une amplitude de 180°. Par conséquent,
I’angle droit a une amplitude de 90°.

Les sous-unités du degré sont la minute (’) et la seconde(") : 60’ = 1" et 60" = 1°.
Lorsqu’un angle est exprimé en degrés, minutes, secondes (DMS), on parle aussi de degrés
sexagésimauz. Parfois, on utilise aussi les degrés décimauz (DD) : il s’agit d'une écriture dans

laquelle la partie non entiére est écrite sous forme décimale.

Exemple
3°15" = 3,25°

Remarque

Savoir convertir des amplitudes DMS en DD et inversement.

Le radian

Définition

Le radian est 'amplitude d’un angle au centre d’un cercle qui intercepte un arc de longueur

égale au rayon du cercle.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.1. NOTIONS DE BASE

Remarques

Cette définition est indépendante du rayon du cercle et de I’angle au centre choisis.
Lorsque 'amplitude d'un angle est exprimée en radians, on fait généralement suivre le
nombre de I’abréviation "rad". Si un angle a une amplitude qui est une fraction ou un multiple

de 7, on omet ’abréviation "rad".

Conversion degrés-radians

180"
Un radian équivaut a —.
7T

Les conversions d’angles remarquables sont dans le tableau suivant™ :

Degres ‘0 30 45 60 90 180

07T7T7T7T
6 4 3 2

Radians

Remarque
On évitera de mélanger les deux unités de mesures dans une méme expression : ainsi, on

n’écrira jamais x = 30° + 2k7m mais bien z = % + 2km ou encore x = 30° + £360°.

Angles associés

e Deux angles sont opposés ssi leur somme est égale a 0. Les angles o et —a sont opposés.

e Deux angles sont complémentaires ssi leur somme est un angle droit. Les angles « et
90" — «a sont complémentaires.

e Deux angles sont supplémentaires ssi leur somme est un angle plat. Les angles « et
180° — « sont supplémentaires.

e Deux angles sont anticomplémentaires ssi la valeur absolue de leur différence est un

angle droit. Les angles a et 90" + o sont anticomplémentaires.



1.1. NOTIONS DE BASE CHAPITRE 1. DEFINITIONS

e Deux angles sont antisupplémentaires ssi la valeur absolue de leur différence est un

angle plat. Les angles a et 180" 4+ o sont antisupplémentaires.

1.1.2 Longueur d’un arc et aire d’un secteur

Propriétés

E La longueur d'un cercle de rayon R vaut 2R et son aire vaut 7wR2. ]

Conséquences

e Un arc d'un cercle de rayon R a pour longueur Rf ot 6 est 'amplitude en radians

de 'angle au centre interceptant 1’arc.
2 .

e Un secteur d'un cercle de rayon R a pour aire ou f est 'amplitude d'un

angle au centre interceptant ’arc du secteur.

Exercices

1. On considére la rosace ci-dessous ot les points A, B, C, D, E et F sont les sommets

d’un hexagone régulier inscrit dans un cercle d’'un rayon de 3 cm.

C B

E F

(a) Calculer la longueur du plus petit arc AB.
(b) Calculer la longueur du plus petit arc BF.
(c) Calculer la longueur totale de la rosace.

)
)
)
)

(d) Calculer I'aire de la rosace.



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.2. CERCLE TRIGONOMETRIQUE

2. Simon et Lise mangent ensemble deux pizzas, une grande de 25 cm de diameétre et
une petite de 20 cm de diamétre. Simon réclame deux tiers de la grande pizza. Quelle
portion de la petite pizza Lise doit-elle manger pour avoir la méme quantité que son

frére?

3. Les villes de Saint-Denis (ile de la Réunion) et de Victoria (ile Mahé, Seychelles) sont
situées sur le méme méridien avec pour latitudes respectives 20,52° Sud et 4,38 Sud.
Calculer la distance entre ces deux villes en suivant le méridien sachant que le rayon

terrestre vaut 6400 km.

4. Des bruxellois partent en vacances vers le sud de ’Espagne en suivant le méme méridien
et parcourent 2500 km. Sachant que la latitude de Bruxelles est de 51° N et que le rayon

de la Terre est de 6400 km, calculer la latitude du lieu de vacances?

5. Un satellite géostationnaire a une trajectoire circulaire autour de la Terre & une altitude
de 36 000 km ; il reste toujours & la verticale d’un point fixe sur la Terre. En supposant
que le rayon terrestre est de 6400 km, calculer la longueur d’une révolution autour de

la Terre ainsi que la vitesse du satellite.

6. Vers 284-195 avant J.C., le mathématicien et astronome grec Eratosthéne fut le premier
a évaluer correctement le rayon de la Terre. Il choisit les villes de Syéne (point A) et
d’Alexandrie (point B) se trouvant sur le méme méridien et distantes de 800 km. Il a
constaté que lorsque le Soleil est a la verticale de Syéne, ’'ombre d’un obélisque de 1 m

planté verticalement en B mesure 12,6 cm. Déterminer le rayon terrestre.

1.2 Cercle trigonométrique

1.2.1 Définitions

Cercle trigonométrique

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 5_[} , O—J} ), le cercle trigonométrique est le

cercle de centre O, de rayon 1.



1.2. CERCLE TRIGONOMETRIQUE CHAPITRE 1. DEFINITIONS

171 v

Le cercle trigonométrique est divisé par les axes en 4 parts appelées quadrants, générale-

ment numérotés de I & IV.

Angle orienté rapporté au cercle trigonométrique
Un angle orienté rapporté au cercle trigonométrique est un angle orienté dont le sommet

est le centre du cercle et dont le premier coté est la demi-droite [O1.

Le point-image d'un angle orienté rapporté au cercle trigonométrique est le point d’inter-

section P du deuxiéme coté de 'angle avec le cercle trigonométrique.

TP

1.2.2 Propriétés

A chaque angle correspond un point-image, mais la réciproque n’est pas vraie : & un
point-image donné correspondent une infinité d’angles orientés dont les amplitudes
sont égales & un multiple entier de 360" ou 27 radians prés. Tous les angles o +

2km(k € Z) ont le méme point image.

Dans la suite de ces notes, nous désignerons généralement par I le point image des angles

d’amplitude 2k7(k € Z) et par J le point image des angles d’amplitude g + 2km(k € Z)



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.3. SINUE ET COSINUS

1.3 Sinus et cosinus d’un angle orienté

A chaque angle, on associe 4 grandeurs appelées nombres trigonométriques : le sinus, le

cosinus, la tangente et la cotangente.

Remarque

Les définitions suivantes constituent une extension du sinus, cosinus et de la tangente

d’un angle aigu d’un triangle rectangle.

1.3.1 Définitions

Considérons l'angle orienté « et son point image P. On note P’ et P” les projections
orthogonales de P sur OI et OJ.
e Le cosinus de I'angle orienté « est ’abscisse de son point image dans le cercle trigono-
métrique. Il se note cos a.
e Le sinus de 'angle orienté « est 'ordonnée son point image dans le cercle trigonomé-

trique. Il se note sin .

P(cos a,sin «)

Conséquence

[Le sinus et le cosinus d'un angle orienté sont compris entre -1 et 1. }

Remarque



1.3. SINUE ET COSINUS CHAPITRE 1. DEFINITIONS

On évitera de dire que le sinus est la longueur de la projection du segment [OP] sur I'axe
Oy ou que le cosinus est la longueur de la projection du segment [OP] sur 'axe Oz. Une

longueur est toujours positive, ’abscisse ou 'ordonnée d’un point peut étre négative.

1.3.2 Signe du sinus et du cosinus

Premier quadrant Deuxiéme quadrant

J J

cosa <0 I

Troisiéme quadrant Quatriéme quadrant

I
Q 0 90° 180° 270° 360°
«Q 0 g T 3% 21
sime |0+ 1 |+ 0 -1 -1 - 0
cosa | 1|+ ] O - -1 |- 0 + 1

10



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.4. TANGENTE ET COTANGENTE

1.3.3 Relation fondamentale de la trigonométrie

Pour tout angle orienté «,

sin?a +cos? a = 1

1.4 Tangente et cotangente d’un angle orienté

Considérons 'angle orienté a.

1.4.1 Définitions

e Soit t la tangente au cercle trigonométrique passant par I.
La tangente de 'angle orienté a est l'ordonnée du point d’intersection 7" du 2°™¢ coté
de 'angle « et de la droite ¢. Elle se note tg « ou tan .

e Soit t' la tangente au cercle trigonométrique passant par J.
La cotangente de 'angle orienté « est I’abscisse du point d’intersection 7" du 2°™¢ coté

de ’angle « et de la droite t'. Elle se note cotg a ou cot «.

Remarque

On évitera de dire que la tangente et la cotangente d’un angle sont des longueurs de
segment. Une longueur est toujours positive, I’abscisse ou 'ordonnée d’un point peut étre

négative.

11



1.4. TANGENTE ET COTANGENTE CHAPITRE 1. DEFINITIONS

Existence

e La tangente d’'un angle « existe si et seulement si son 2°™¢ c¢oté [OP n’est pas paralléle
T
at ou OJ cad si I'angle « est différent de 90° + k£ 180" ou 5 +kr (k€ Z).
e La cotangente d'un angle « existe si et seulement si son deuxiéme coté [OP n’est pas

paralléle & O cad si I'angle « est différent de k180" ou km (k € Z).

1.4.2 Signe de la tangente et de la cotangente

« 0 90° 1807 270° 360°
« 0 o) s 33 2m
tg O+ A|-| 0 |+ A |- 0
cotga | A+ 0 |-| A |+]| 0 |+| A

12



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.5. SECANTE ET COSECANTE

1.4.3 Liens entre les nombres trigonométriques

Les formules suivantes peuvent étre établies facilement

o tga = Sma,Va# E—i—/mr(kEZ)
cos v 2
e cotga = C?Sa Va # kn(k € Z)

ina’

1
e cotgar = tg—a,‘v’a # k:g(k €Z)

1.4.4 Identités

A Taide de la formule fondamentale, on peut prouver rapidement que

1
L] 1+tg2a:m,Va#g+kﬂ(k€Z)

1
o 1+ cotg’? v = —5—,Va # kn(k € Z)
o

1.5 Sécante et cosécante

A titre d’information, donnons la définition de la sécante (seca) et de la cosecante

(coseca) :

4 )

1
seca = —— Va # E—Flm
cos o 2

et

1
coseca = —— Vo # km
sin «

13



1.6. ANGLES REMARQUABLES CHAPITRE 1. DEFINITIONS

1.6 Angles remarquables

Les nombres trigonométriques ont des valeurs remarquables. Elles sont reprises dans le

tableau ci-dessous.

aendegrés| 0 | 30 | 45 | 60 |90
aenrad. | 0 T il |z
6 4 3 2
_ 1 | vV2]V3
sin o 0O = |—|— |1
2 2 2
V3I[1Vv2!| 1
CoS & 1| — | — | = 0
\;_ 2 2
3
3
cotg o AlV3| 1 % 0

1.7 Exercices

1. Factoriser et simplifier chacune des expressions suivantes :

(a) cosz — cos®x

(b) sinx — sin®z

(c) sin®z + sinz cos? x

2. Démontrer les identités suivantes : !

2

(a) sin*z —cos’x = 1 — 2cos® x

2

(b) cos?x —sin®z =1—2sin’x

(c) sin*x — cos? z = sin® v — cos? &
(d) sin® @ — cos? B = sin? B — cos?

3. Démontrer les identités suivantes en précisant les conditions d’existence :

(a) tgx + cotgx = ;
sinz - cosw

cotg? x
1 + cotg?x
tgx

1+ tg%z

= cos’x

(b)
()

=sinx -cosx

1. Quelques conseils au sujet des démonstrations d’identités se trouvent dans un chapitre suivant.

14



CHAPITRE 1. DEFINITIONS 1.7. EXERCICES

tga  cotg
d) 2= =
(d) tgB  cotga

4. Démontrer que les expressions suivantes sont indépendantes de «

(a) (sina+ cosa)? + (sina — cosa)?

(b) tga + cotga)? — (tga — cotg a)?
5. Démontrer les identités suivantes

(a) sin®z + cos®x =1 — 3sin®x - cos? &

6

(b) sin®z — cos® z = (sinz + cosx)(sinw — cosx)(1 +sinz - cosx)(1 — sinx - cos 1)

15
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Chapitre 2

Equations trigonométriques élémentaires

Une équation trigonométrique est une équation dans laquelle 'inconnue apparait par 1'in-
termédiaire d’'un nombre trigonométrique.
Pour résoudre une équation trigonométrique, on essaie généralement de la transformer en
une ou plusieurs équations trigonométriques "de base" dont la résolution est expliquée dans
les paragraphes suivants. Chacune de ces équations donne un ensemble de solutions.
Ces équations fondamentales se résolvent a l'aide de principes d’équivalence qui les trans-
forment en équation(s) algébrique(s) équivalentes.
Contrairement aux équations algébriques, une équation trigonométrique admet une infinité
de solutions. Les solutions comprises dans l'intervalle [0, 27[ sont dites solutions fondamen-
tales.
Il est courant de devoir représenter les solutions fondamentales sur le cercle trigonométrique.
C’est, d’ailleurs souvent la méthode la plus simple pour comparer des ensembles de solutions

qui paraissent différents.

2.1 Principes d’équivalence fondamentaux

Les principes d’équivalence suivants sont fondamentaux. Ils sont dérivés directement des

propriétés des angles associés.

17



2.1. PRINCIPES D’EQUIVALENCE CHAPITRE 2. EQUATIONS

2.1.1 Angles opposés

Deux angles opposés ont des cosinus égaux et des sinus, des tangentes et des cotan-
gentes opposés
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos

tg(—a) = —tga, cotg(—a) = —cotga

Réciproquement :

Deux angles qui ont le méme cosinus sont soit égaux a 2km preés, soit opposés a 2k

pres (k € Z).

Principe d’équivalence

On en déduit le principe d’équivalence

cosr =cosa < x=a+2krouxr =—a+2km, ke’

Exemple

1
Résoudre ’équation cosx = 3

On a

1 T
COST = — < COST = COS —
2 3

&= E—1—2/{:7? ou$:—i+2k7r
3 3
L’ensemble des solutions sera dans ce cas

Sz{g+2kw;kez}u{—g+2kw:kez}

18



CHAPITRE 2. EQUATIONS 2.1. PRINCIPES D’EQUIVALENCE

Remarque

Il y a quelques cas particuliers ot la forme générale des solutions peut se résumer en une

seule famille :

e cosx =1 x=2%kn
e cosr =—1<z=mun+2kr

° cosx:0<:>x:g+k’7r

2.1.2 Angles supplémentaires

6611}( angles supplémentaires ont des sinus égaux et des cosinus, des tangentes (h

des cotangentes opposés

sin(m — a) =sina, cos(m —a) = —cosa

tg(m —a) = —tga, cotg(m —a) = — cotg

Réciproquement :

Deux angles qui ont le méme sinus sont soit égaux a 2km prés, soit supplémentaires

a 2km pres (k € Z).

Principe d’équivalence

On en déduit le principe d’équivalence

sinx =sina<s r=a+2krouxr=7n—a+ 2kn,k €7

19



2.1. PRINCIPES D’EQUIVALENCE CHAPITRE 2. EQUATIONS

Exemple
Résoudre I'équation sinx = 3

On a

inz =t oter=tg

sma:—2 gr = g6
T T

@x:6+2k7roux:7r—g+2k7r

5
<:>.CCZE+2]€7TOU$:£+2/€7T
6 6
L’ensemble des solutions sera dans ce cas

T 5T
S—{6+2k7r.keZ}U{6+2k7r.k:€Z}

Remarque
Il y a quelques cas particuliers ou la forme générale des solutions peut se résuler en une seule

famille :

° sinle@x:g—l—%ﬁ
° sinxz—l@x:—%—i-%m

e smr=0&z=%km

2.1.3 Angles antisupplémentaires

Eeux angles antisupplémentaires ont des tangentes et cotangentes égales et des simh

et cosinus opposés

sin(m + a) = —sina, cos(m + a) = —cos

tg(m + a) = tga, cotg(m + a) = cotga

Réciproquement :

20



CHAPITRE 2. EQUATIONS 2.1. PRINCIPES D’EQUIVALENCE

Deux angles qui ont la méme tangente (cotangente) sont soit égaux a 2km preés, soit

antisupplémentaires a 2k7 prés (k € Z).

Principe d’équivalence

On en déduit le principe d’équivalence

tgr =tgasr=a+2krouxr=7m+a+2km, ke’
cad

tgr=tgasrx=a+kn, ke’

Remarque

Une équation trigonométrique faisant intervenir des expressions tgx ou cotgz exige la
présence de conditions d’existence puisque ces nombres trigonométriques ne sont pas définis
pour tous les angles.

T
Ainsi, tgz existe ssi x # 5 + km et cotgx existe ssi x # kn(k € Z).

Exemple
Résoudre ’équation tgx = 1.

CE:x#g—i—kﬂ.

On a
. . T
tga:zl@smx:smz
<:>x:I+k:7r

4

L’ensemble des solutions sera dans ce cas

S:{Z—#—kW:kEZ}

21



2.2. EQUATIONS REDUCTIBLES CHAPITRE 2. EQUATIONS

2.1.4 Angles complémentaires

6311){ angles complémentaires sont tels que le sinus de I'un est égal au cosinus @

I’autre et la tangente de I'un est égale a la cotangente de I'autre.

. ™ ™ .
SmMm{— —«&) =CcoOSsx, COS|—- — Q| =8N«

772 27r
tg <§ — a) = cotg o, cotg (5 — a) =tgo

o /

2.2 Equations réductibles

Les équations exposées dans ce paragraphe se résolvent a 1’aide des principes d’équivalence
vu ci-dessus. Pour faciliter la rédaction, nous les assimilerons au type cosz = cos a, mais le
méme raisonnement peut étre utilisé pour sinx = sina ou tgx = tga. Nous emploierons

indifféremment ces différentes équations dans les exemples.

2.2.1 sinax =sina

Exemple

Résoudre sin 3z = @

=

2
sin 3z = <:>3x:g+2k7rou3:c:£+2k7r
N 7T+2k71' 27r+2k:7r
r=—+—oux=—+—
9 3 9 3

2

L’ensemble des solutions sera dans ce cas

T 2kmw 2w 2kmw
= — 7:k Z —_— 7:]{: Z
s{9+3 e}u{9+3 e}

Les solutions fondamentales sont

1. Cette propriété est d’ailleurs a 'origine du mot "cosinus" pour désigner le sinus du complément d’un

angle.

22



CHAPITRE 2. EQUATIONS 2.2. EQUATIONS REDUCTIBLES

T T 27 7T T 47 137
e Ipg=—, 11 = — = To = — = —
079" 79" 3 T 97" 9" 3 9’
; 2T, 2 n 2 8m 2T n 47 14m
® I'n = T, = —_— = —, XLy = =
07 9717 9 3 97" 9 ' 3 9’

Elles peuvent étre représentées sur le cercle trigonométrique de la fagon suivante :

2.2.2 sinax = sin fx

Exemple

Résoudre ’équation sin 2z = sin 3z.

sin2x = sin 3z < 2z = 3z + 2kw ou 2z =7 — 3z + 2kn(k € Z)
& —x = 2km ou bx = 7w + 2kw(k € Z)
m  2km

<:>x:2k:7rou:v:g—|—?(k€Z)

L’ensemble des solutions est

2%
S:{ka:keZ}U{ng;:keZ}

Les solutions fondamentales sont

e =0
, ™ , @® 2r 3w , 7w 4m
AR A S e N
, ® 6mr 7w, w 8r 97
BTETE T3 M55 s



2.2. EQUATIONS REDUCTIBLES CHAPITRE 2. EQUATIONS

Elles peuvent étre représentées sur le cercle trigonométrique de la fagon suivante :

TN

24



CHAPITRE 2. EQUATIONS 2.2. EQUATIONS REDUCTIBLES

2.2.3 sinax = cos fx

Exemple

Résoudre 'équation sinx + cos 2z = 0.

On se raméne a une équation ne comportant plus que des cosinus ou des sinus.

cos2x = —sinx < cos 2z = sin(—x)
& cos 2z = cos (g - (—:1;))

& €08 22 = cos (x + %)

<:>2$:a:+g+2k7rou2x:—<:n+g>—|—2]<:7T(/€€Z)
- 7T+2k 7T+2k71'
r=_ Toux =——+——
2 6 3

L’ensemble des solutions est

T T 2kmw
S—{2+2k5ﬂ'}U{—6+3},k‘€Z

2.2.4 P(cosazx) =0

Si P(x) est un polynoéme, une équation du type P(cosx) se résoud en posant y = cosx.
Chaque solution y de I’équation P(y) = 0 telle que |y| < 1 donnera une (des) famille(s) de

solutions.

25



2.2. EQUATIONS REDUCTIBLES CHAPITRE 2. EQUATIONS

Exemple

Résoudre 1’équation 2 cos® z 4 cos?z — 5cosz +2 = 0.

On pose y = cosx. L’équation devient
20° +y° =5y +2=0% (y—1)(2y - D(y+2)=0

On a donc

cosr =1 ou cosx = 3 ou cosx = —2

Il suffit de résoudre les deux premiéres équations, la troisiéme est impossible. L’en-

semble des solutions est

S:{2kw}u{%+2kw}u{—%+2kw},kEZ
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Chapitre 3

Formules d’addition et de duplication

3.1 Formules d’addition

3.1.1 Cosinus et sinus d’une somme ou d’une différence

e cos(a —b) =cosacosb+ sinasinb
e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
e sin(a —b) =sinacosb — cosasinb

e sin(a+b) =sinacosb + cosasinb

3.1.2 Tangente d’une somme et d’une différence

Pour toutes les valeurs de a et b pour lesquelles les expressions ont un sens  :

tga —tgb
1+tga-tgh

tga +tgb

S~ O et tgla—b) =
1—tga-tgbe gla—?)

tg(a+b) =

a. a,b,a+b,a —b# 5 + kn ou k entier
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3.2. DUPLICATION CHAPITRE 3. FORMULES D’ADDITION ET DE DUPLICATION

3.2 Formules de duplication

Ces formules permettent d’exprimer le sinus, le cosinus et la tangente d'un angle et de son

double.

e sin2a = 2sinacosa,

e cos2a = cos?a —sin?a,

2tga

. Pourtouta#%%—k%eta#%—i—kﬂr,kEZ,tha:ﬁ.

3.3 Formules de Carnot

Ces formules permettent de factoriser une expression trigonométrique.

1+ cos2a = 2cos?a,

1 — cos 2a = 2sin? a.

Conséquence

a

Si on remplace a par 5, on obtient les formules suivantes :

1 4 cosa = 2 cos?

1 — cosa = 2sin®

N e

3.4 sina et cosa en fonction de tg%

ﬁ)ur tout a # (2k + 1)m ou k est entier : \
1—tg*4
cosa = X
. 2tg 3
sina = o
1+tg 5
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CHAPITRE 3. FORMULES D’ADDITION ET DE DUPLICATION  3.5. EXERCICES

3.5 Exercices

1. On donne les expressions :

22 — 2cosacosxcos(a+ x) + cos?(a+ x)

FE; = cos
Ey = cos?x — 2sinacos zsin(a + x) + sin®(a + )
(a) Démontrer que les expressions F; et Ey ont une valeur indépendante de z.
(b) Vérifier que Fy + F> = 1. (ULg 07/87 - q2)
2. Sisin(a+b+ c+d) = 0, vérifier que sin(a + ¢) - sin(a + d) = sin(b+¢) - sin(b+ d) (ULg
09/97 - q2)
3. Vérifier les identités suivantes :

(a) sin3a = 4sinasin(60° — a) sin(60° + a) (ULg 09/01 - q1)

1 —sina CcoS @

(b) tg(45° — %) = (ULg 07/2001).

cosa 1+sina

3
(c) sin®z +sin’(z + 3F) +sin’(z — &) = 5.(ULg 07/03 - ql)

4. Résoudre et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique :
(a) sin®z cosx — sinx cos z = g (ULg 09/04 - q2)

(b) cotgx —tgx — 2tg 2z — 4tgda > 8/3 (ULg 07/04 - q2)

(c) 2sin? 3z + sin? 62 = 2.(ULg 07/06)

)

(d) tgx + tg2z + tg3x =0 (ULg 09/2009)

1+tg2)?
(e) ( gi) +sinz = 0 (ULg 07/06).

5. Si cos(a + b) = cos a. cos b, montrer que sin®(a + b) = (sina + sin b)2.

Préciser dans quelles conditions la réciproque est vraie. (ULg 07/78 - 1)
6. Soit I'expression E = cos? a + cos? b + cos® ¢ — 2cosacosbcosc — 1.
(a) Montrer que si ¢ = a + b, alors E = 0.
(b) La réciproque est-elle vraie ? Justifier. (ULg 07/86 - q2 et 07/96 - q2)
7. Démontrer que si a,b et ¢ sont en progression arithmétique, alors on a

sina +sinb + sinc
tgh =

cosa + cosb+ cosc’

Pour quelles valeurs de la raison la propriété est-elle en défaut ?

La réciproque est-elle vraie? (ULg 09/83 - q2)
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. FORMULES D’ADDITION ET DE DUPLICATION

8. Démontrer que si dans un triangle, on a 3 = 2 v, alors b = ¢® + ac.

La réciproque est-elle vraie ? (Ulg 07/83 - q2)

9. Calculer I'expression sin?(a+b) +psin(a+b) cos(a+b)+ ¢ cos?(a+b) en fonction de p et
q sachant que tga et tgb sont les racines de I’équation du second degré z%+ px+q = 0.

(07/80- q1 et 07/86- q2)

. . . T .
10. On désire trouver analytiquement la valeur de sin 0 sous forme d’une expression conte-
nant des radicaux.

On procéde comme suit :
T
(a) En posant A = 10 montrer que cos 3A = sin2A
(b) Développer 1'équation précédente en termes de cos A et sin A

(c¢) L’équation obtenue peut se ramener a une équation du second degré en sin A.

Résoudre cette équation et faire le bon choix entre les solutions possibles.
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Chapitre 4

Formules de Simpson

4.1 Formules

Les formules de Simpson permettent de factoriser une somme ou une différence de deux

sinus ou deux cosinus.

P+QS. p—\

Différence de cosinus : cosp — cosq¢ = —2sin in ,

2
. + -
Somme de cosinus :  cosp + cos ¢ = 2 cos PP 5 q’
Somme de sinus : sinp+sinq:2sinp+qcosp;q,
: . . . . D— +
Différence de sinus :  sinp — sing = 2sin b—4 cos P14

N 22

4.2 Exercices

4.2.1 Identités

in 2z + sin 2
SMETTSMAY (a4 ) (ULg 07/04 - ql)

1. Vérifier 'identité suivante :
cos 2z + cos 2y

2. Démontrer :
a+b . b+c . c+a

(a) sina +sinb+sinc —sin(a + b+ ¢) = 4sin 5 Sl sin —
b b
(b) sina + sinb + sin(a + b) = 4sina+ cosgcos§

3. Si a et b sont les angles aigus d’un triangle rectangle, démontrer que :
sin 2a + sin 2b = 2 cos(a — b).
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4.2. EXERCICES CHAPITRE 4. FORMULES DE SIMPSON

4. Démontrer que les expressions sont indépendantes de x :

(a) sin(a 4 x) + sin(a — z) — 2sina cos x

(b) 2 cos? ot

—cos(a + x)
(c) 1 — cos2x + 2(sin? a cos® v — sin® z cos? a)

5. Identités conditionnelles : Si «, 8 et 7 sont les angles d’un triangle, démontrer que

a) sina + sin 8 + siny = 4 cos § cos 5 cos 3.

(a)

(b) cosoz—cosﬂ—i—cosv—l—l:4cos%sin§cos'—2y.
(c) sin2a — sin 2/ 4 sin 2y = 4 cos asin 3 cos 7.
(d) cos2a + cos2f + cos2y +4cosacosfcosy+1=0.
(e) sin®a + sin? B + sin? v — 2 cos acos B cosy = 2.

(

(f) cosda + cos4f + cosdy + 1 = 4 cos2a cos 23 cos 2y (sept 99 - q2)

tgB+tgy  tgy+tga  tga+tgf
sin2av  sin28  sin2y

)
g) sina —sin 3 + siny = 4sin $ cos 2 sin 2(ULg 9/99)
)

(h (ULg 07/97 - q2)

4.2.2 Equations - Inéquations
1. Résoudre les équations et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique
(a) sinz + sin 2z + sin 3z = v/2(1 + cosz + cos 2z) (ULg 07/08)
(b) cos2x + cos6x = 1+ cos8z. (ULg 07/03)
(¢) sin bz — sin 3z = cos 6x + cos 2z (ULg 07/07)

2. Résoudre l'inéquation sin(r — %) > sinx
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Chapitre 5

Equations - Compléments

Nous évoquons dans ce chapitre quelques types particuliers d’équations trigonométriques.
A chacun de ces types correspond une méthode qui fonctionne a chaque fois, mais souvent

d’autres méthodes donnent le méme résultat, parfois de fagon au moins aussi efficaces.

5.1 Equation linéaire en sinz et cosx
Il s’agit d’équation de la forme de
asinx +bcosz =c (5.1)

ol a, b et ¢ sont tous non nuls.
La méthode la plus efficace de résolution de (5.1) consiste a

e diviser les deux membres par a ou b (nous supposerons dans la suite qu’on a divisé par

a)

b
e poser — = tg ¢ de sorte que I'équation devient
a
. c . . c . c
sinx +tg¢ - cosx = — < cosgsinx + singcosx = — - cos ¢ < sin(¢p + x) = — - cos ¢
a a a

e Deux cas peuvent se présenter selon la valeur du deuxiéme membre :
. C & , . . .
o Si—cos¢ < —1ou—cos¢ > 1, 'équation est impossible.
a

c c
o Si—1< —cos¢ <1, on pose —cos ¢ = sin P de sorte que ’équation devient
a a
sin(¢ + x) = sin @
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5.1. EQUATION LINEAIRE CHAPITRE 5. EQUATIONS - COMPLEMENTS

que l'on peut résoudre par les méthodes vues plus haut.

Exemple
. 3 . 1
Résoudre I'équation —_sin 2z — i 2z =1

Divisons les deux membres par 7 L’équation devient
V3sin 2z — cos 2z = 2
. ™ . .
On pose tg ¢ = v/3 (ce est qui le cas lorsque ¢ = §> L’équation devient
tg ¢ sin 2z — cos 2x = 2 & sin ¢ sin 2x — cos 2x cos ¢ = 2 cos ¢ & cos(g +2z)=-1

qui se résoud facilement & I'aide des méthodes vues plus haut.

Deuzriéme méthode
Une autre méthode efficace de résolution de (5.1) consiste a exprimer les paramétres a et
b sous une forme différente, ce qui permet de simplifier la forme de I’équation. On pose en
effet
a=rsinf et b=rcosf (5.2)

ou r est défini positif, 6 € [0, 27].
a et b étant connus, il est possible de déterminer les valeurs correspondantes de r et 6.

Ainsi, r est obtenu en sommant les carrés des équations (5.2)

a? + b =1r?cos® 6 + r’sin? 6 = r?

d’ou
r=+va?+b? (5.3)

6 est alors obtenu a l'aide des relations (5.2), qui nous donnent

b
cosf = - et sinf = — (5.4)
r r

Aprés avoir réalisé le changement de variable donné par (5.2), 'équation (5.1) devient alors
c

rsinfsinz + rcosf cosx = crcos(x — 0) = ¢ < cos(z — 0)—

,

qui se résoud facilement & ’aide des méthodes vues plus haut.
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CHAPITRE 5. EQUATIONS - COMPLEMENTS 5.2. EQUATIONS HOMOGENES

Remarque

L’équation (5.1) n’admet pas toujours de solution. Pour qu'’il y en ait une, il faut que

Se souvenant que 7% = a? + b?, il vient
c 2 2 | 12
Spsledsadt (5.5)
En résumé, pour résoudre une équation du type de (5.1), il faut
1. Vérifier la condition (5.5) afin de garantir 'existence de solutions.
2. Calculer r et 0 via (5.3) et (5.4).
3. Effectuer le changement de variable (5.2).

4. Utiliser la formule d’addition adéquate et résoudre I’équation du premier degré en cos x

obtenue.

5.2 Equations homogénes en sinx et cosx

Une équation homogéne en sin x et cosx est une équation pouvant s’écrire sous la forme
P(cosz,sinx) = 0ot P est un polynéme dont les termes sont des produits de type sin™ x cos™ x

avec m + n est constant pour chacun des termes du polynome.

Exemples

Les équations

5sinx — 2cos®x — 3sinzcosz = 0

2 cos? 3z + sin 3z cos® 3z — sin® 3z cos? 3z = 0

sont homogeénes.
Dans le premier exemple, le degré de I’équation est de deux. Il est de quatre dans le

second.
Afin de résoudre ces équations,

— on vérifie que P est factorisé (i.e. on ne peut mettre aucun facteur en évidence). Apres
factorisation éventuelle et application de la régle du produit nul, il reste une équation
homogene (de degré k < m + n inférieur) en sinx et cosx que 'on traite en suivant le

deuxiéme point.
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5.3. EQUATIONS SYMETRIQUES  CHAPITRE 5. EQUATIONS - COMPLEMENTS

— on divise les deux membres de 1’équation ! par cos” z , dans le but de se ramener & une

équation algébrique de degré n + m en tan .

Exemple
Résoudre
5sin?z — 2cos?z — 3sinzcosz = 0

Cette équation est homogéne de degré deux. Comme cosx = 0 n’est pas solution de

cette équation, on la divise par cos® z.

5sin?x — 2cos?z — 3sinzcosx = 0 < Stan?x — 2 — 3tanz = 0
< 5tan?x — 3tanx —2=0

Et on obtient bien une équation du second ordre en la variable tanx.

[S211\)

S tanz =1 outanx = —

@xz%—kkwoumz—arctan%—kkw

L’ensemble de solutions est

T 2
S:{4+k7r}u{—arctan5+k7r},k€Z

5.3 Equations symétriques en sinx et cosx

Une équation symétrique en sinx et cosx si son écriture ne change pas si I’'on remplace

sin x par cosx et vice-versa.

Exemples
sinz + cosz = sinx cosx

3

sin®z 4+ cosBx =1

Ces équations se résolvent via le changement de variable

T
x:y%—z

1. On peut faire cela car que cosz = 0 n’est pas une solution de I’équation

36



CHAPITRE 5. EQUATIONS - COMPLEMENTS  5.3. EQUATIONS SYMETRIQUES

On aura en effet

sinzx =sin(y+75) = —(cosy +siny) (5.6)

oS

coswz =cos(y+75) = ——(cosy —siny) (5.7)

Comme I’équation est symétrique, des simplifications auront lieu lors de la substitution. Il
faudra alors éventuellement utiliser la formule fondamentale pour se ramener & une équation

algébrique en sinus ou en cosinus.

Exemple
Juillet 2010 - Question 2
Résoudre 'équation

Sin4 x + COS4 T =sinxcosx

Il s’agit bien d’une équation symétrique en sinus et cosinus ¢. On utilise les équations

(5.6) et (5.7) pour évaluer les différents termes de ’équation.

4 4
4 V2 : s V2 :
sin®z = 7(cosy+smy) cos” x = 7(cosy—smy)
1 .92 2 . 2 1 2 2 . 2
:Z(sm y + cos”y + 2siny cosy) :Z(sm y + cos”y — 2siny cosy)
1 1
:1(1—1—231113/(30534)2 ZE(I—QSinycosy)Q
1 1
:1(1+4sinycosy+4sin2ycos2y) :Z(l—4sinycosy+4sin2ycos2y)

a. Notons que l'on aurait également pu ramener cette équation & une équation homogéne
. . c 1. . 2 .92
en sinus et cosinus en multipliant le membre de droite par cos® z + sin” x.
On se serait alors ramené & une équation algébrique du quatriéme degré en tan z, que 'on

aurait résolue par groupement.
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5.3. EQUATIONS SYMETRIQUES  CHAPITRE 5. EQUATIONS - COMPLEMENTS

L’équation devient

1z =sinzcosz & (1 + 4sin?ycos® y) = £ (cos® y — sin?y)

sin 2 + cos
& 1+ 4sin?ycos?y — cos?y +siny =0
Reste alors & remplacer sin?y par 1 — cos?y pour se ramener a une équation du second degré en cos?y
& 14+ 4(1 —cos?y)cos?y — cos?y + 1 —cos?y =0
& —4costy+2cos?y+2=0
& —2costy+cos’y+1=0
& cos?y = —% oucos’y =1
L’équation de gauche est évidemment impossible, un carré étant toujours positif.
s cos’y =1
&y = k.
Finalement, on repasse a la variable d’origine, se souvenant que x =y + 7

Szr=7+kn
D’ou

sz{gwm},kez
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Chapitre 6

Inéquations

La résolution d’inéquations trigonométriques est moins méthodique que celle des équa-
tions.
Une bonne approche en général est de résoudre 1’équation correspondante puis d’identifier
les solutions sur le cercle trigonométrique.
Les solutions d’une inéquation trigonométriques sont généralement une union d’intervalles,

dont les bornes sont les solutions de 1’équation correspondantes.

6.1 Inéquations de base

6.1.1 sinxz >0

On a

siny > 0 2k <z <mw+ 2krw

M
W

6.1.2 cosx >0

On a

cosx20<:>—g+2kﬂ§x§g+2k7r
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6.2. INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE CHAPITRE 6. INEQUATIONS

/,
N

\
JI

6.1.3 tgz >0

Vu les conditions d’existence (x # g + km), on a On a

tgx20<i>k7r§x<g+k7r

J
NI
6.2 Inéquations du premier degré

6.2.1 sinz > a

Si a < —1, I'inéquation est toujours vérifice. S = R.
Si a > 1, I'inéquation n’est jamais vérifice. S = ().
Si a = 1, 'inéquation devient sinx = 1.
Si a = —1, l'inéquation devient sinz = —1.

Si —1 < a < 1, alors on résout 1’équation
sint = a < x = arcsina + km ou z = 7w — arcsina + km. !

Ces deux valeurs déterminent sur le cercle trigonométrique deux arcs de cercles : I'un contient

les solutions, I'autre pas.

T
—, = —1,1].
5 5ha€ =11
La fonction arcsin est définie et ses propriétés expliquées dans le fascicule de synthése d’analyse.

1. Onasinz = a < x = arcsinz, x € [—
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CHAPITRE 6. INEQUATIONS 6.2. INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE

I

J
T — arcsin a /- \arcsin a

Les solutions de 'inéquations sont

arcsina + 2km < x < 7 — arcsina + 2kw

Exemple
Résoudre sinz < —5

On a

1
sina::—iﬁx:—%—i—ﬂmoux:ﬂ—%—i—ﬂm.

Les solutions de I'inéquations sont
T T
—— 4+ 2k <z < —— 4+ 2k7
6 6
Il faut étre attentif a n’écrire que des inégalités qui ont du sens. Il ne suffit pas de renverser

le sens des inégalités algébriques si I'inégalité trigonométrique change de sens.

Exemple
Résoudre sinx > —3

On ne peut pas écrire que les solutions sont
o T
—— 4+ 2k > x> —— + 2kw
6 6
puisque cela n’est pas vrai, mais bien

Sil’l.’IJ:—§<=>$:—%—FQkﬂ'Ouw:ﬂ'—%—FQkﬂ'.
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6.2. INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE CHAPITRE 6. INEQUATIONS

Les solutions de I'inéquations sont

—%+2kw§x§%+2kzw

6.2.2 sinax > a

Vu les considérations du paragraphe précédent, nous n’envisagerons que le cas —1 < a < 1.

on résout I'équation
sinoxr = a & ax = arcsina + 2km ou ax = m — arcsin a + 2k7.

Ces deux valeurs déterminent sur le cercle trigonométrique deux arcs de cercles : I'un content

les solutions, I'autre pas.

I

J
T — arcsina /- \arcsin a

Si a > 0, les solutions de I'inéquations sont

arcsin a + 2km 7 — arcsina + 2kw
<z <
« o
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CHAPITRE 6. INEQUATIONS 6.3. AUTRES INEQUATIONS

Exemple
3
Résoudre sin 2x < —\2[.
On a
sin2m:——3<:>2x:—z+2k7rou 2$:7T—;7T+2]{77T.
2 3 3
J
I
_2m /T
3 3
D’ou
2 _
sin2x§—\g§<:>—;+2k:7r§2x§37T—|—2k7r<:>—§+k7r§x§—g+k7r

Les solutions de I'inéquations sont

™

6+k7r§m§—g+k7r

6.3 Autres inéquations

Il faut factoriser 'expression fournie en différents facteurs dont le signe peut étre étudié,
c’est & dire des équations du premier ou du deuxiéme degré. Reste alors, a ’aide du cercle

trigonométrique, a trouver les angles qui vérifient ces conditions.
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Chapitre 7

Résolutions de triangles

Dans chaque chapitre relatif aux triangles, nous appelons les sommets A, B et C, les

amplitudes des angles correspondants «, ( et v et les longueurs des cotés opposés a, b et c.

Les relations que nous allons rappeler permettent de "résoudre" un triangle, cad de cal-
culer toutes les longueurs des cotés et les amplitudes des angles a partir de données indépen-

dantes.

En général, dans ce type de problémes, les amplitudes des angles sont exprimées en de-
grés. Il est évident qu’en plus des propriétés annoncées ci-dessous, il faut garder en mémoire

la propriété

[ La somme des angles d'un triangle (plan) vaut 180° j
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7.1. TRIANGLE RECTANGLE CHAPITRE 7. RESOLUTIONS DE TRIANGLES

7.1 Triangle rectangle

7.1.1 Théoréme de Pythagore

Dans un triangle rectangle, la carré de 'hypoténuse est égal a la somme des carrés

des deux autres cotés.

7.1.2 Nombres trigonométriques

Dans un triangle rectangle,

° [ le cosinus d’un angle aigu est le quotient du coté adjacent par 'hypoténuse.

C

cosa—@—fet cos _@_a
~ A b TTlAC) T b
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CHAPITRE 7. RESOLUTIONS DE TRIANGLES 7.1. TRIANGLE RECTANGLE

° [le sinus d’'un angle aigu est le quotient du c6té opposé par 'hypoténuse. J
C
Q
A B
i |BC| a o s |AB| ¢
ina=——=-— iny=-——=-
AC] b TTAC) T b
° [la tangente d'un angle aigu est le quotient du coté opposé par le coté adjacent. j
C
Q
A B
; |BC| a |AB| ¢
a —_— —_——.— — — f—
&Y= 4B IBC|

7.1.3 Exercices
1. Une échelle de 12 m est appuyée contre un mur vertical, son pied est & 3 m du mur.
Quelle est l'inclinaison (angle de 'échelle avec 'horizontale) 7

2. Une rue a une pente réguliére. On observe que pour un seuil de porte de 1,30 m, la
différence de hauteur apparente est 9 cm. Quelle est I'inclinaison de la rue (angle avec

I'horizontale) 7

3. Sur les plans d’un architecte, on voit qu'un batiment a un pignon en forme de triangle

isocele dont la base mesure 7 m et dont les pentes du toit sont de 40°

(a) Quelle est la hauteur du pignon a partir de la base du toit ?
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7.1. TRIANGLE RECTANGLE CHAPITRE 7. RESOLUTIONS DE TRIANGLES

(b) A quelle distance de I'extrémité du toit peut-on construire un mur de 1,20 m de

haut ?

(¢) Quelle est la largeur de la piece lorsque les 2 murs de 1,20 m sont construits ?

4. Un bateau est immobilisé le long d'un quai a 'aide de deux amarres fixées a ’arriére et
a l’avant du bateau. L’autre extrémité de chaque amarre est attachée & une méme bitte
d’amarrage située & 10 m du bord du quai. Une amarre fait un angle de 5° avec la per-
pendiculaire au bord du quai et I'autre fait un angle de 74" avec cette perpendiculaire.

Calculer la longueur du bateau.

5. A la suite d'un effondrement de terrain, la tour Eiffel [AC] s’est affaissée latéralement.
Un cable [AD] de 650 m est fixé & son sommet pour la retenir, il est fixé au sol & 450

m du centre C' du pied de la tour. Ce céable fait un angle de 25" avec le sol.

(a) Quelle était la hauteur de la tour ?

(b) Quelle est son inclinaison par rapport au sol ?

6. Un astronome a observé qu'un jour de I'année les rayons du soleil et ceux provenant
de Proxima du Centaure forment un angle droit. Six mois plus tard, ’angle n’est plus
que de 89°59’58". Sachant que la distance Terre-soleil est de 8 minutes et 20 secondes-
lumiére, quelle est la distance entre la Terre et I’étoile ? (une année-lumiére = distance

parcourue par la lumiére en une année; ¢ = 300 000 km/s).

7. Un observateur est situé¢ a une altitude de 1500 m (sommet d’une montagne). Il mesure
un angle de 1°15” entre I’horizontale (perpendiculaire a la verticale du lieu) et I’horizon
(droite passant par l'observateur qui est tangente a la surface de la Terre). Calculer le

rayon terrestre.
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7.2 Triangles quelconques

7.2.1 Formule des cosinus

Ces formules sont appelées "théoréeme de Pythagore généralisé¢" ou "formule d’Al-Kashi".

a’> =b% + ¢ — 2bccos a
b = a® + ¢® — 2accos B

A =a’>+1b* —2abcosy

7.2.2 Formule des sinus

sinaw  sinf  sinvy

a b c

Remarque

sin o

1
La rapport est égal a 3R ol R est le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.

7.2.3 Aire d’un triangle

Outre la fameuse propriété "’aire d’un triangle est égale au demi produit de la base par

la hauteur", il est bon de savoir

@ire d’'un triangle est égale au demi produit des longueurs de deux cotés par h

sinus de I'angle qu’ils forment.

1 1 1
A= Qabsinfy = §acsinﬂ = §bcsina

. /
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7.2.4 Exercices

1. Résoudre les triangles suivants.

)
)
)
)
(e) b=14, o = 135,23", v = 17,23’
(f) b =3, c=2, B= 14322
)
)
)

2. Deux points A et B sont sur deux rives opposées d'un étang. Pour évaluer leur distance,
on prend un point P quelconque (hors de I’étang). On obtient les mesures suivantes
|PA| = 70 m et |PB| = 100 m. L’angle APB a une amplitude de 75,607". Calculer
|AB].

3. Noémie regarde un arbre de 'autre coté de la riviere. Quand elle est au bord de la riviére,
elle le voit sous un angle de 65° et quand elle recule de 20 m (perpendiculairement &
la riviére) sous un angle de 40°; on suppose que ses yeux se trouvent sur la méme
horizontale que le pied de I'arbre. Déterminer la hauteur de ’arbre et la largeur de la
riviére.

4. Soit ABC'D un rectangle inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R. On désigne

par O langle AOB.
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CHAPITRE 7. RESOLUTIONS DE TRIANGLES 7.2. TRIANGLES QUELCONQUES

(a) Calculer l'aire des triangles AOB et AOD en fonction de R et de I'angle 0.
(b) En déduire I'aire du rectangle.
(¢) Le rayon du cercle étant fixé, pour quelle valeur de O laire du rectangle est-elle
maximale 7 Préciser alors le rectangle obtenu.
5. On considére le cube ABCDFEFGH dont 'aréte a une longueur 1 et on désigne par O
le milieu des grandes diagonales du cube.
(a) Calculer les longueurs des cotés du triangle ACG.
(b) Calculer les longueurs des cotés du triangle AOC.

(c) Calculer I'aire du triangle AOC' de deux maniéres différentes : en faisant intervenir

d’une part l'angle AOC , noté « et d’autre part, la hauteur du triangle issue de O.
(d) En déduire la valeur sin a.. Calculer cos a (sans calculatrice).
(e) Calculer une valeur approchée de «

6. Un avion assure la liaison entre Bruxelles et Vancouver, les deux villes étant approxi-
mativement sur le 50e paralléle nord, Bruxelles a 4° de longitude est et Vancouver a

125° de longitude ouest.

(a) Quelle est la longueur du trajet le long du 50e paralléle sachant que le rayon de

la Terre est de 6400 km ?

(b) Méme question si le trajet se fait le long d’un grand cercle cad le long d’un cercle

dont le centre est le centre de la Terre.
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Chapitre 8

Identités

8.1 Définition

Une identité est une égalité qui est vraie pour une infinité de valeurs des grandeurs qui y

apparaissent. Ainsi, la formule fondamentale
sinz 4+ cos’z =1,Vx € R

et la formule

™
tgr = Ne e R\{=+2kn: keZ
8t COS T ‘ \{2+ 8 !

sont des identités.
Chacune des formules figurant dans cette synthése est une identité.

I1 ne faut donc pas confondre "démontrer une identité" et "résoudre une équation".?!

Démontrer une identité trigonométrique revient donc a prouver que deux expressions
sont égales. Pour démontrer une identité, il est conseillé d’utiliser une des trois "méthodes"
suivantes :

— transformer le 1°* membre de fagon a obtenir le 2°

— transformer le 2° membre pour obtenir le 1°.

— transformer le 1" membre en une nouvelle expression, puis transformer le 2¢° membre

pour obtenir la méme nouvelle expression.

1. Voir chapitre "Equations et inéquations" de la synthése d’algébre pour la résolution d’(in)équations et

les annexes en fin de document pour les démonstrations d’égalité(s).
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8.2. IDENTITES CONDITIONNELLES CHAPITRE 8. IDENTITES

Exemple

Vérifier 'identité suivante ¢

sin2z +sin2y

— =1t .
cos 2x + cos 2y gz +y)

CE:c053x+cos2y7é06tx+y7ég+k7r
<:>C052x7£—0082yet$+y7ég+k7r
<:>2x;é7r—2y—|—2k:7ret2x7é7r+2y—|—2k:7retx+y7$g—|—kﬂ'
@x—y#g—i—kwetx—i—y#g—i—kﬂ

On a

sin2x +sin2y  2sin(z + y) cos(x — y)

cos 2z +cos2y  2cos(x + y)cos(x — y)
= tg(z +y)

La simplification par cos(x — y) étant autorisée vu les CE.

a. 11 peut étre utile de vérifier les conditions d’existence, méme si ce n’est pas demandé

dans ’énoncé.

Un cas particulier d’identité est donnée par le type d’exercice o il faut démontrer qu'une

expression est indépendante d’une (ou des) variables qui y apparaissent.

Exemple
Démontrer que ’expression
. . 27 . 27
sinx + sin(z + F) + sin(x + ?)

est indépendante de .

8.2 Identités conditionnelles

Une identité conditionnelle est une identité qui n’est vraie que si la (les) variables qui
y interviennent vérifie(nt) une condition. Le cas le plus fréquent est celui ou l'identité fait

intervenir les trois angles d’un triangle.
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CHAPITRE 8. IDENTITES 8.2. IDENTITES CONDITIONNELLES

Exemple
Septembre 1999 - Question 2

Montrer que, dans un triangle, on a

A
sinA —sinB +sinC = 4sin§cosisin%

Hyp: A+ B+C=mn

Th : sinA—sinB+sinC:4sin§cos§sin%

Résolution

Deux raisons nous poussent a partir du membre de gauche pour se ramener a celui
de droite. D’une part, il est souvent plus facile de transformer une somme en produit
qu'un produit en somme. D’autre part, les formules de Simpson et de duplication
sont plus facile & manipuler si ’on part de ’angle et que ’on va vers sa moitié, plutot
que dans le sens contraire.

Par hypothese, A =71 — (B + C). D'out sin A = sin(B + C).

D’ou

sinA —sinB+sinC = sin(B+C) — 2cos <B‘2FC> sin <B;C>

o () (s (259) e (25))

B+C A
De nouveau, par hypothése, 7 — A = (B + C). D’ou cos ( + ) = sin 7
On a donc
A B+C _ B-C B+C | B—C
sinA—sinB+sinC = 2sin—-2sin| —2—-2—|cos | 2——2—
2 2 2
_ 4si A B . C
= dsin - cos o sin g
o

Mais il peut y avoir d’autres cas.
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8.3. IDENTITES ET RECIPROQUES CHAPITRE 8. IDENTITES

Exemple
Juillet 2005 - Question 4

Montrer que, si x et y vérifient
tan?z = 2tan’y + 1

alors on a l’égalité

cos 2x + sin® y = 0.

Hyp : tan?z = 2tan®y + 1
Th : cos 2z +sin’y = 0

Résolution : La premier membre de la thése s’écrit successivement

cos 2z + sin?y = 2cos?z — 1+ (1 — cos?y)

1
1 + tg? x) cos™y
1
=2{ g2y 1) o v (par hypothése)
1 2
= ——5  — COS
1+tg2y Y
= 0

o

8.3 Identités et réciproques

Il est parfois demandé de démontrer une identité (conditionnelle ou non), puis d’envisager
la cas de la réciproque. 2
Cela implique souvent de faire deux démonstrations : une pour la propriété et 'autre pour

la réciproque.

Exemple
Juillet 79, question 1.
Si cos(a + b) = cosacos b, montrer que sin?(a + b) = (sina + sin b)?.

Préciser dans quelles conditions la réciproque est vraie.

2. Voir annexe sur la logique mathématique.
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CHAPITRE 8. IDENTITES 8.3. IDENTITES ET RECIPROQUES

Démontrons la propriété énoncée.

Hyp : cos(a + b) = cosacosb
Th : sin?(a + b) = (sina + sin b)?

Résolution : comme on a toujours
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb,
I’hypothése est équivalente a
sinasinb =0
ou encore sina = 0 ou sinb = 0. Or le premier membre de la thése s’écrit

2

sin?(a + b) = (sinacosb + sinbcos a)® = sin a cos? b + sin beos? a

2

Sisina = 0, on a cos? a = 1. Le premier membre de la thése est donc égal a sin?b et

il est égal au deuxiéme membre. Si sinb = 0, on a cos?b = 1. Le premier membre de

la thése est donc égal & sin @ et il est égal au deuxiéme membre.

Réciproquement

Hyp : sin?(a + b) = (sina + sinb)?
Th : cos(a + b) = cosacosb

Reésolution : Le premier membre de ’hypothése est égal a

2

sin?(a + b) = sin® a cos® b + sin® bcos? a + 2sin a sin b cos a cos b

et le second

(sina + sinb)? = sin* @ + 2sinasin b + sin® b

de sorte que ’hypothése est équivalente a
2sinasinb (1 —cos(a — b)) =0

La réciproque est donc vraie ssi 1 — cos(a+b) # 0 < a + b # 2kn

Cependant, il est parfois possible de démontrer la propriété et sa réciproque en une seule

démonstration.
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8.4. FONCTIONS RECIPROQUES CHAPITRE 8. IDENTITES

Exemple
Montrer que le triangle ABC' est rectangle ssi sin4a + sin4b + sin4c = 0.

Hyp:a+b+c¢=180,0<a < 180°, 0 < b < 180° 0 < ¢ < 180°
Th : ABC rectangle ssi sin4a + sin4b + sin4c¢ = 0

Résolution : Vu I’hypothése, 4a = 720° — 4(b + ¢) et sin4a = —sin4(b+ ¢). Donc
sin4a 4+ sin4b + sin4c = 0

< —sin4(b+ ¢) 4 sindb +sindc = 0

& —2sin2(b+c)cos2(b+c) +2sin2(b+c)cos2(b—c) =0

< 2sin2(b+c¢) (cos2(b—c¢) —cos2(b+¢)) =0

< 4sin2(b+ ¢)sin2bsin2c = 0

Vu I'hypothése, 2(b + ¢) = 360 — 2a et sin2(b+ ¢) = —sin 2a.
Donc sin4a + sin4b + sin4c = 0

& sin2a =0 ousin2b =0 ou sin2¢ =0

@a:kg oub:kg ouc:kg

Vu les intervalles acceptables pour a,b et ¢, on obtient

sinda 4 sin4b + sindc =0 < a = g oub= g ouc= g

cad la these. ¢

8.4 Identités contenant des fonctions réciproques

Certaines identités peuvent aussi faire intervenir des expressions arcsin, arctg, etc. Une

méthode appropriée s’applique généralement

Exemple
Juillet 2005 - Question 3
Démontrer 1’égalité
7

1—a
arctga + arctg 71 n = Z
a
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CHAPITRE 8. IDENTITES 8.4. FONCTIONS RECIPROQUES

Methode 1

Posons a = arctga et 8 = arctg ﬁ, a, B €] — g, g[

—a
1+a

On a donc tga =a et tgf =
Calculons 1
—a

_ tga +tg s _ CH_l—i—ia
1—tgatgf 1—a1_a
14+a

tg(a + B) =1

Par suite a + 8 = % + k.

Etant donné que a, § €] — g, g[, onaa+pf€]—mml.

3
Les seules valeurs admissibles o + 8 sont donc % et —%. En conclusion, arctga +

¢ 1—a T —_— ¢ 1—a 3T
arc = — ou arctga + arc = ——.
8114 3 & 811a" 1
o

Méthode 2

L’analyse est un outil efficace pour résoudre ce type de probléme. La fonction

—a
f(a) = arc ga+arcg1

est définie, continue et dérivable sur R\{—1}.

De plus,

1 n 1 —(14+a)—(1-a)

14 a2 1—a\? (1+a)?
1+a

La fonction f est donc constante sur chacun des intervalles ou elle est définie.

0 ~o.

On peut déterminer sa valeur en donnant une valeur particuliére & a.

Dans | — 0o, —1[, on peut prendre

3
= —g + arctg(—1) = —%.

1—a
1+a

lim f(a) = lim arctga+ lim arctg
a—r—0Q a—r—00 a——00

Pour lintervalle | — 1, +00[, on prend a = 0 et on trouve

f(0) = arctg 0 + arctg 1 = Z
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Annexe A

Eléments de logique

A.1 Définitions

A.1.1 Assertions

Dans le cadre de la logique mathématique, on définit les notions d’assertion et de pro-
position. Toutefois, ce vocabulaire peut varier en fonction des sources. Nous adopterons les

définitions suivantes :

e Une assertion est une phrase (mathématique) qui a une seule valeur de vérité : soit
vraie (V), soit fausse (F). Cette phrase doit avoir un sens clair et non ambigu.

e Une proposition est une assertion vraie.
Selon I'importance ou la place que 'on donne a une proposition au sein d’une théorie,
elle porte le nom de
— théoreéme : proposition importante,

corollaire : conséquence directe d’un théoréme,

— lemme : proposition nécessaire a la démonstration d’un théoréme qui n’est utile que
pour cette démonstration,

— axiome ou postulat : assertion d’'une théorie que I’on admet au départ comme vraie.

e Deux assertions P et () sont équivalentes si elles ont les mémes valeurs de vérité. On

écrit P < Q.
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A.1.2 Opérations sur les assertions

A partir d’'une ou plusieurs assertions, il est possible de construire de nouvelles assertions
en utilisant des opérateurs (non, et, ou, =, <).
Dans ce paragraphe, on note les assertions P, (), R---. Dans un premier temps, on ne s’in-
téresse pas au contenu de ces assertions, ni & leur valeur de vérité, mais aux relations qui

existent entre elles.

Négation d’une assertion

Définition

Si P est une assertion, la négation de P est une assertion qui est fausse si P est vraie et
qui est vraie si P est fausse. Elle est notée non P ou —P.

La négation de P peut aussi étre définie par la table de vérité suivante :

non P

= <[
o

Propriété

Une assertion et sa double négation ont les mémes valeurs de vérité

P < non(nonP)
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ANNEXE A. ELEMENTS DE LOGIQUE A.1. DEFINITIONS

Exemple

1. L’assertion « 5 =3 + 4 » est fausse,

sa négation « non(b =34 4) » c’est-a~dire « 5 # 3+ 4 » est vraie.

2. Pour un nombre naturel n, on considére I'assertion P : « n est impair ».
La négation de P est (non P) cad « n n’est pas impair » cad « n est pair ».
La double négation (non (non P)) est «il n’est pas vrai que n n’est pas impair »

cad « il n’est pas vrai que n est pair » cad « n est impair ».

Conjonction et disjonction

Définitions

1. Soient deux assertions P et (). L’assertion « P et () » est vraie si les assertions P et ()
sont toutes les deux vraies et elle est fausse dans les autres cas.

L’assertion P et () peut aussi étre définie par la table de vérité suivante :

Pl Q| Petq@
VIV \%
VIF F
F|V F
F|F F

L’assertion P et () est aussi écrite sous la forme

ou sous la forme P A Q.
On peut faire le parallélisme avec le « et » du francais. Mais en logique mathématique,
quand on envisage l'assertion P et (), il n’y aucun lien d’antériorité ou de causalité

entre les assertions P et ().

2. Soient deux assertions P et (). L’assertion « P ou ) » est vraie si au moins une des
deux assertions est vraie et elle est fausse si les deux assertions sont fausses.

L’assertion P ou () peut aussi étre définie par la table de vérité suivante :
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Pl Q| PouQ@
V|V \Y
V| F \Y
F |V \Y
F|F F

Ici aussi on peut voir le parallélisme avec le « ou » du francais, le « ou » n’étant pas

exclusif. On la note aussi parfois PV Q.

Propriétés

1. Les opérateurs « et » et « ou » sont commutatifs :
(Pet Q)< (Qet P)
(Pou@) < (QoulP)

2. Loi du tiers exclus : assertion P ou (non P) est toujours vraie.

Principes de Morgan

La négation de (P ou Q) est I'assertion non P et non Q.

cad non(P ou Q) < (non P et non Q).

La négation de P et () est I'assertion non P ou non Q).

cad non(P et Q) < non P ou non Q.

Exemple
Résoudre 22 = 1.
P=1leozr=1louzr=-1.

On ne peut pas écrire

puique ’accolade signifie "et".

1. Souvent la notation x = +1 est utilisée pour condenser x = 1 ou x = —1. Le signe « & »se lit « "plus

ou moins".
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Exemple
Rechercher les conditions d’existence de 1
x _
CE :
9 x#1
rr#lerstletr# -1
x # —1

puisque l'accolade signifie "et".

A.2 Implication et équivalence

A.2.1 Définition

Soient deux assertions P et (). L’assertion « P implique @) » est vraie sauf si I'assertion
P est vraie et @) fausse. On la note P = Q.
P est appelée 'antécédent, @) est le conséquent.

Elle peut aussi étre définie par la table de vérité suivante :

Pl Q| P=Q
VIV \Y%
VIF F
F |V \Y
F|F \Y%

L’assertion P = () est fausse uniquement si P est vraie et () est fausse.

Méme si cela semble contraire & notre intuition, 'implication P = () est vraie quand P est

fausse.

Terminologie
L’implication P = () se lit aussi sous la forme :
— P implique () ou P entraine @) ;

— Sion a P, alors on a );

2. Souvent la notation x # £1 est utilisée pour condenser z # 1 et x # —1. Elle devrait étre déconseillée

puisque, au sens strict, elle remplace le "et" par "ou".
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— ( découle de P;
— @ est une condition nécessaire (CN en abrégé) pour avoir P

— P est une condition suffisante (CS en abrégé) pour avoir @

Remarques

1. La vérité de 'implication P = () traduit autre chose que le fait de voir apparaitre la
vérité de () comme conséquence de la vérité de P. En effet, d’une part, I'implication
est aussi vraie si P est faux et d’autre part, si ’assertion P = () est vraie, on ne peut
pas déduire que () est vrai sans avoir vérifié que P est vrai. Par conséquent, dans une
démonstration, le signe = ne peut pas étre utilisé a la place des mots = donc, d’ot,

par conséquent, par suite,...

2. Pour démontrer que la propriété P = @) est vraie, il suffit de supposer que P est vraie
et démontrer que @) est vrai puisque 'implication est toujours vraie si P est fausse.
L’assertion P supposée vraie au départ est encore appelée hypothése ; I’assertion () est

appelée these.

3. Certains énoncés de théorémes ne se présentent pas explicitement sous la forme « Si ...,

alors ... », mais sont néanmoins des implications.

Propriétés
~ N
1. | L’implication P = @ a la méme valeur de vérité que (non P) ou Q.
L y,
N
2. | La négation de P = @ est l'assertion P et (non Q).
N J

L’implication P = @ équivaut a l'implication non ) = non P, qui est appelée

contraposée de P = ().

4. L L’implication est transitive : ((P = Q) et (Q = R)) = (P = R) }
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A.2.2 Implication réciproque

La réciproque de I'implication P = () est la nouvelle implication ) = P.
Dans certains cas, une implication et sa réciproque peuvent étre vraies simultanément, mais

I'une peut étre vraie sans que l'autre ne le soit.

Exemples

1. Ecrire la réciproque de I'implication z = 2 = 22 = 4.
Sont-elles vraies toutes les deux ?

2. Ecrire I’énoncé du théoréme de Pythagore ainsi que sa réciproque.

S’agit-il d’assertions vraies ?

A.2.3 Equivalence

Définition

Les assertions P et () sont équivalentes si P et () ont les mémes valeurs de vérité.
Cette définition peut aussi se traduire par :
L’équivalence P < (@) est vraie si P et () ont les mémes valeurs de vérité et fausse dans les
autres cas.

On peut alors y associer la table de vérité suivante :

PlQ|PsQ
VIV \Y%
VI F F
F |V F
F|F \Y%

Terminologie

L’équivalence P < (@ se lit aussi

— les assertions P et () sont équivalentes ;
— P équivaut a Q) ;

— on a P si et seulement si on a () que 'on note P ssi () ;
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— P est une condition nécessaire et suffisante ( CNS en abrégé) pour avoir @ ;
— Pour avoir @, il faut et il suffit d’avoir P ;

— P est un critére pour avoir Q.

Propriété

[L’assertion P < @ ala méme valeur de vérité que (P = Q) et (Q = P). }

A.3 Quantificateurs

A.3.1 Définitions

On appelle prédicat une proposition contenant une ou plusieurs variables tel que si on
remplace celles-ci par des éléments d'un ensemble, on obtient une assertion.

e Soit P(x) une prédicat qui dépend d’une variable z.
Le domaine de définition de P(z) est I’ensemble des valeurs de = pour lesquelles P(x)
est une assertion.
Le domaine de validité de 'assertion P(z) est 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles
P(z) est une assertion vraie (ou une proposition).

e [’assertion « il existe x appartenant & F tel qu'on a P(x) » est vraie si I'assertion P(x)
est vraie pour au moins une valeur de x appartenant a E.
Elle se note : 3z € £ : P(x).
Le symbole d est appelé quantificateur existentiel, il se lit « il existe ».
Cette notation fut introduite par G. PEANO (Italie, 1858-1932) en 1898 dans I'un de
ses « Formulaires ».
Dans le cas ou on veut exprimer « il existe un seul z appartenant & E tel que P(z) »
est vraie, on écrit Iz € £ : P(x).

e [’assertion « pour tout = appartenant a F, on a P(z) »est vraie si I'assertion P(z) est
vraie quelles que soient les valeurs de x appartenant a E.
Elle se note : Vo € E : P(x). Le symbole V est appelé quantificateur universel, il se lit
« pour tout » ou encore « quel que soit ». Il s’agit d’'un A renversé pour All cad tout

en allemand et en anglais.
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Cette notation aurait été introduite en 1934 par Gentzen(1909-1945); elle ne figurait

pas dans les Formulaires de Peano.

A.3.2 Propriétés

e La négation de Vo € E : P(z) est l'assertion 3z € E : non P(x).

e La négation de 3z € E : P(z) est l'assertion Vo € E : non P(x).

A.3.3 Assertions avec plusieurs quantificateurs

Si une assertion dépend de plusieurs variables, on peut construire de nouvelles assertions

comportant plusieurs quantificateurs.

Exemples

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

1.

VeeRVyeR:za+y=y+=x

Cette assertion exprime la commutativité de ’addition dans R.
VeeR JyecR:x+y=5
JyeRVreR:x+y=5

JneRVzeR:z+n=x=n+z

Cette assertion traduit I'existence d’un neutre n pour ’addition dans R.

Ve eR, I eR:x+2'=0=12"+=x

Cette assertion traduit I'existence d’un opposé pour chaque réel.

Obtient-on une assertion équivalente si on permute les quantificateurs ?
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Annexe B

Quelques types de démonstrations

A partir d’un certain nombre d’axiomes, on construit de nouvelles propositions qui consti-
tuent une théorie mathématique, celle des nombres entiers, des réels, des nombres complexes
ou encore la géométrie, la théorie des probabilités, ...

Ces propositions ou théorémes doivent étre démontrés cad validés par un raisonnement
qui respecte les régles de logique abordées dans ’annexe précédente. Une proposition déja
démontrée peut ensuite étre elle-méme utilisée dans d’autres démonstrations. L’ordre dans

lequel on démontre les propriétés a donc beaucoup d’importance!

Dans ce chapitre, nous envisageons différents types de démonstrations.

B.1 Démonstration d’une égalité ou d’une inégalité

Pour démontrer I'égalité A = B, on peut utiliser une des 3 méthodes suivantes :
— on transforme 'écriture de A jusqu’a obtenir B: A= A" = ... = B;
— on transforme I’écriture de B jusqu’a obtenir A: B=B'=..=A;
— on transforme ’écriture de A et indépendamment celle de B jusqu’a ce qu’on obtienne
la méme expression :
A=A"=..=C,
B=B=..=C.
Lors des transformations, on peut alors utiliser une égalité déja démontrée.

On ne peut pas traiter une égalité & démontrer comme une équation que I’on veut résoudre.
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Ezxzemple : Démontrer
(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

Hyp:a,06 e R
Th: (a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b
Dém :
(a+b)?* = (a+b)? (a+0)
= (a*+2ab+0*)(a+0b)
(a® + 2a%b + ab®) + (a®b + 2ab* + V?)

= a®+ 3a%b + 3ab* + b*

On procede de fagon analogue pour démontrer une inégalité.

B.2 Démonstration d’'une implication

Une proposition peut souvent se présenter sous la forme d’une implication.

B.2.1 Raisonnement déductif

Considérons I'implication P = Q).
Elle est toujours vraie si P est faux! Il suffit donc de supposer que P est vrai et de prouver
que @ est vrai.

P constitue les hypothéses et () la thése.

Lors du raisonnement, on utilise des mots ou des locutions tels que donc, deés lors, d’ou, par
conséquent, on déduit que,... On justifie les déductions en citant les propositions appliquées
en écrivant les « mots liens » : car, parce que, vu que, puisque, comme, or, ... Une fleche =
n’a pas sa place dans une démonstration car elle traduit une implication qui ne peut pas nous

permettre de déduire des éléments supplémentaires.
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Exemple
Démontrer « Si n est un entier pair, alors n? est un entier pair. »

Cette proposition se traduit sous la forme d’une implication :

n est pair = n? est pair.

Hyp : n est pair Th : n? est pair
Dém : Comme n est pair, il s’écrit n = 2p ou p est un entier.

On obtient donc n? = 4p? = 2(2p?). Dés lors n? est pair puisque 2p? est entier.

B.2.2 Démonstration par contraposition

Démontrer I'implication « P = () » revient & démontrer sa contraposée, soit non () =

non P.

Exemple

Démontrer « Si n? est pair, alors n est pair. »

Cette assertion est équivalente a sa contraposée :

2 n’est pas pair »

« Sin n’est pas pair, alors n
qui peut aussi s’énoncer :

« Si n est impair, alors n? est impair ».

Hyp : n est impair Th : n? est impair

Dém : Comme n est impair, il s’écrit n = 2k + 1 ou k est un entier.
On obtient donc

n?=(2k+1)? =4k® + 4k + 1 =2(2k? + 2k) + 1 = 2p + 1,

oll p = 2k? + 2k est un entier. Par conséquent, n? est impair.

B.2.3 Démonstration d’une équivalence

Pour démontrer ’équivalence P < (), on peut procéder de deux maniéres :

— Premiére méthode : on démontre les deux implications P = ) et () = P.
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Exemple
Pour démontrer « n est pair < n? est pair », on démontre les deux implications

réciproques 'une de l'autre :
1. n est pair = n? est pair : voir ci-dessus (B.2.1)

2. m? est pair = n est pair : voir ci-dessus (B.2.2)

— Deuxiéme méthode : on traite des équivalences successives.

Exemple
Pour tous réels v et y : 22 =y> & x =y ou v = —v.
Hyp:z,yeR Th: 2=y’ e r=youzxz=—y.

Dém : On a les équivalences suivantes :
2=y & 22-y?=0

& (@—y)lz+y) =0

& x—y=0ouz+y=0

& rz=youzr=-—yY

2

on peut donc conclure que 22 = y? & r =y ou x = —y.

B.2.4 Démonstration par ’absurde

Pour démontrer I'implication P = () par I’absurde, on considére P comme hypothese et
() comme thése.

Le raisonnement s’appuye sur la tautologie !
P et (non Q = non P) = Q.

La méthode nous améne donc & supposer ensuite que la thése est fausse cad que non @
est vrai et on cherche & en déduire un résultat qui contredit une hypothése ou une propriété
déja démontrée (non Q = non P). Vu la tautologie, cela signifie que la supposition @) est

vral.

Exzemple

Le nombre réel v/2 est irrationnel.

1. En calcul propositionnel, on appelle tautologie (du calcul propositionnel) une proposition (ou énoncé)

toujours vraie.
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Hyp : - Th:v2¢Q

Dém : Procédons par 'absurde et supposons que v/2 est rationnel.

I existe alors deux nombres naturels premiers entre eux p et ¢ tels que v/2 = b
En effet, on peut supposer sans restriction que la fraction est simplifiée car
si ce n'est pas le cas, on la simplifie au maximum avant d’entreprendre le
raisonnement.

On a donc p = V2 q et p* = 2¢2, ce qui implique que p? est pair et p aussi
puisqu’on a démontré 'implication « p? est pair = p est pair ».

Par conséquent, il existe un naturel k tel que p = 2k, d’out p? = 4k%. On peut
donc déduire que ¢? = 2k? est pair et que ¢ est également pair.

Il en résulte que les deux nombres p et ¢ sont tous les deux divisibles par 2, ce
qui contredit le fait que la fraction P st simplifiée.

Il est donc absurde de supposer v/2 est rationnel.

B.2.5 Notion de contre-exemple

Pour montrer qu'une assertion n’est pas vraie, il suffit de trouver un cas ou elle est fausse,

on dit alors que ce cas est un contre-exemple.

Exemple
Montrer que 'assertion suivante est fausse :

« Le carré d’un nombre réel est supérieur ou égal & ce réel ».

Dém : Il existe beaucoup de nombres réels inférieurs ou égaux & leur carré. Par
exemple, 2 puisque 22 =4 > 2.

. . . . 2
Toutefois, I’assertion n’est pas toujours vraie; en effet, on a (%) = % < %

Ceci prouve que l'assertion n’est pas vraie pour tous les réels.

B.2.6 Thése équivalente

Pour démontrer I'implication P = (@), il est parfois commode de remplacer la thése ) par

une assertion équivalente.
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Exemple

Etant donnés trois nombres réels positifs z,y et z, si # < y + 2, alors <
Y z

42y 1+2s

1+ 22

Hyp:2,y,2 >0,z <y+=z

Th: =+ <Y L %
1422 = 1+2y  1+22

Dém : Transformons l'inégalité de la thése en :

z(14+2y)(1+22) < y(1+22)(1 4 22) + 2(1 + 2x)(1 + 2y)

qui est une inégalité équivalente a la thése car on a multiplié les deux membres de
I'inégalité par (1 4 2z)(1 + 2y)(1 4+ 22) > 0 vu que z,y et z sont positifs.
En développant les deux membres de cette inégalité et en simplifiant, on obtient une

nouvelle inégalité qui est aussi équivalente & la thése :
x<y+z+4yz(l+x).

11 suffit alors de démontrer cette inégalité a I’aide des hypothéses.
On sait que z < y + z entraine x < y + z + 4yz(1 4+ =) puisque le terme 4yz(1 + x)

est positif.
B.2.7 Démonstration par récurrence

Ce type de démonstrations est longuement évoqué dans la synthése d’algebre.
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Annexe C

Exercices résolus

Exemple 1 Septembre 2000 - Question 2
Résoudre I’équation

2sin’x + V/3sin 2z = 3 (C.1)

On remarque que l’utilisation de la formule de Carnot
2sin?x = 1 — cos 2z
Transforme [’équation en une ’équation linéaire en sin2x et cos 2x

1—cos2$+\/§sin2x = 3
\/gsin 20 —cos2x = 2
V3

1
—sin2x — —cos2x = 1
2 2

Cette équation admet des solutions, car la condition (5.5) est respectée. On résout cette équa-

tion par la méthode citée précédemment. On commence par rechercher r et 0 tels que

— = 7rsinf

—— = rcosf
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0 par 'équation (5.4)

V3
tan@z%:—\@
2

2
0=-" ou g=""
3 3

On sait que le sinus de 6 doit étre positif. La valeur correcte de 6 est %’r

L’équation (C.1) s’écrit donc

rsinfsin2x +rcosfcos2x = 1

2 2
sin (?ﬂ) sin 2x + cos (?ﬂ) cos2x = 1

2
2x——7r = 2kmw

3
2

20 = —W+2k7r
3
T

xr = §+k”/T

L’ensemble des solutions sera
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Exemple 2 Septembre 2005 - Question 2

Résoudre I’équation

tan®z — 3tan®z — 3tanx +1 =0 (C.2)

Conditions d’existence.
L’expression manipulée ne comporte ni fractions, ni racines. On manipule par contre les
fonctions tangentes. Il faut donc vérifier que tan x soit bien un nombre fini. Pour cela, il faut

que

cosx # 0

r # g—l—kﬂ,kEZ (C.3)

Manipuler ’équation (C.2) n’a donc que sens que si (C.3) est vérifié.

Résolution
Une fois (C.3) précisé, on peut alors résoudre (C.2) en remarquant qu’il s’agit d’une équation
algébrique du troisieme degré en tanx. En procédant par groupement, et se souvenant que

a® + b = (a+ b)(a® — ab+ b?), on factorise cette équation

tan®z — 3tan’z — 3tanz +1 = 0

(tan® z + 1°) + (—3tan®z — 3tanz)

(tanz + 1)(tan’x — tanz + 1) — 3tanz(tanx + 1)
(tanz + 1)(tan’* 2z —tanx 4+ 1 — 3tanz) = 0

)

(tanz + 1)(tan® z — 4 tanx + 1
Résoudre l’équation (C.2) revient a résoudre les deux équations de base
(tanz +1) =0 ou (tan’z —4tanz +1) =0
Résolvons tout d’abord l’équation de gauche

(tanz+1) = 0
tanz = -1

r = ——+km (C4)
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Résolvons ensuite [’équation de droite

tan?z —4tanz +1 =0

tanx:2+\/§ o tanx:2—\/§

z = arctan(2 4+ V3) + kn  ou z = arctan(2 — V/3) + kr
om

7r
_ o7 - C.5
x 12+k7r ou x 12+k7r (C.5)

L’ensemble des solutions sera donc l'union de (C.4) et de (C.5) auquel on on retire (C.3),

T km
=dJd—4+ — 7
S {12+3},ke

c’est a dire
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Exemple 3 Septembre 2002 - Question 2
Résoudre I’équation
cotx — cosx

_ = 2(1 — sinx)
cotx +cosx

Conditions d’existence

D’une part, la cotangente doit étre définie. Il faut donc que
sinx # 0
x # km
D’autre part, le dénominateur doit étre non nul.

cotx +cosx # 0
cos

: +cosz # 0
sin
Lo s
cos:p( fsmx) 4 0
sin

Comme on a déja posé que sinx # 0, on peut multiplier les deuxr membres par ce terme et

simplifier, afin d’obtenir
cosz(l+sinz) # 0 (C.7)

Ceci n’est légal que parce qu’on est certain que sinx # 0. Dans le cas contraire, on ne peut
eliminer le dénominateur.
L’équation (C.7) se réduit aur deux équations de base

cosz #0 et sinz # —1

x#g—i-k?r et x%—%—i—?k‘w

Au total, les conditions d’existence seront
k
4 7” keZ (C.8)

Résolution
Comme souvent dans le cas d’équations faisant intervenir des fonctions tangente, cotangente,

sécante ou cosécante ainsi que des sinus ou cosinus, on réécrit ’ensemble des fonctions au
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moyen de sin et cos seulement.

Cos T

— COS T

sime 77— 9(] —ging)
COs T
sinx+cosx
l—sinx
COS T T .
— | e = 2(1 —sinx)
cosx \ —2RZ
sinz

On voudrait pouvoir simplifier et écrire que cette équation est équivalente a

1 —sinzx
————— =2(1 —sinx)
1+sinz
Ceci n'est vrai que si cosx # 0 et sinx # 0. On vérifie donc que les conditions d’existence
permettent cette simplification. Au vu de (C.8), c’est heureusement le cas, et ’équation se
réduit bien a

1 —sinz

————— =2(1 —sinx)
1+ sinx

On poursuit la résolution par une mise en évidence du facteur commun, puis on met les deux

termes au méme dénominateur!

(1 inx) 1 2 0
—sinz) | —— — =
1+sinzx

—1 — 2si
(1 —sinx) (ﬂ) = 0

1+sinz

Au vu des conditions d’existence, 1 4+ sinx # 0. L’équation se réécrit donc

(1 —sinz)(—1—2sinz) =0

l—sinz=0 ou —1-—2sinzx=0

1
sine =1 ou sinx = ~35

1. Au vu des conditions d’existence, on pourrait simplifier les deux membres par 1 —sin z. Ceci n’est valide
que parce que les conditions d’existence nous affirment que le facteur 1 — sin x est différent de zéro. En régle
générale, simplifier les deux membres d’une équation par un facteur qui contient I’inconnue revient a négliger
des solutions. Par exemple, simplifier I’équation 2sinx = sinx par sinx méne a ’égalité absurde 2 = 1. La
démarche correcte est de mettre sinx en évidence, ce qui conduit a I’équation sinx(2 — 1) = 0, ayant pour

solutions x = km, k € Z.
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La solution sinx = 1 est a rejeter car elle est incompatible avec les conditions d’existence.

Restent donc les solutions

7
x:—%—i-Z/mr ou x:%+2k7r

qui, elles, sont bien compatibles. L’ensemble des solutions est donc

T 7T
5_{—g+2kw}u{€+2lm},kez
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Exemple 4 Juillet 07 - Question 2
Résoudre I’équation

6 6.
cos’ x +sin’ x = 16 (C.9)

Le membre de gauche est bien homogéne de degré 6, tandis que celui de droite est de degré

3

nul. On multiplie donc ce dernier par (cos®x +sin?2)3, ce qui donne

cos® z +sin®r = —(cos®x +sin®z)?
16
6 i 6 7 6 4, 502 2 aind .6
cos"x +sin-x = E(cos x + 3cos” xsin®x + 3 cos” xsin® x 4 sin” x)
0 = 3cos®z — Tcoswsin®x — 7Tcos? wsin?z + 3sin’ z

ce qui est bien une équation homogeéne en sinus et cosinus de degré 6. Comme cosx = 0 n’est

6

pas solution, on divise cette équation par cos’ x, ce qui nous donne

3tan®z — 7Ttan*z — 7tan’z +3 = 0

qui est une équation algébrique du troisieéme degré en tan®?x. On pose donc tan®?x = y pour
se ramener a l’équation

3y — Tyt —Ty+3=0

Par inspection, on remarque que y = —1 est solution. On factorise donc cette équation en

mettant le facteur y+ 1 en évidence
(y +1)(3y* — 10y +3) =0
On commence par résoudre I’équation y + 1 = 0. Sachant que y = tan®z, cela donne
tan’r = —1

ce qui est impossible. La premiére équation n’admet pas de solution.

On résout alors léquation 3y*> — 10y + 3 = 0. Ses solutions sont
y=3 ou y=
tanz =3 ou tan’z =

tanz = i\/§ ou tanxr = +—

x:ig—l—lm ou ig—l—lm
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Ce qui donne pour ensemble de solutions

S:{i§+kﬂ}u{i%+kw},kez
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Exemple 5 Juillet 2010 - Question 2
Résoudre I’équation

4

sin x + cos*z = sinx cos x (C.10)

Il s’agit bien d’une équation symétrique en sinus et cosinus®. On utilise les équations (5.6)

et (5.7) pour évaluer les différents termes de [’équation (C.10)

4 4
.4 \/§ . 4 \/5 .
sin® x = 7(cosy + siny) cos T = T(COS y — siny)

1 1
:Z(sin2 y + cos® y + 2siny cos y)? :1(51112 y + cos®y — 2siny cosy)?
1 1
:Z(l—i-2sinycosy)2 :Z—l(l—Qsinycosy)2
1 1
:1(1 + 4siny cosy + 4sin® y cos® ) :Z(l — 4sinycosy + 4sin’y cos® y)

L’équation (C.10) devient
1 .. 92 2 1 2 102
5(1 +4sin“ycos®y) = §(cos y — sin”y)
1+ 4sin?ycos’y — cos?y +sin’y =
Reste alors a remplacer sin? y par 1 — cos® y pour se ramener & une équation du second degré
en cos?y
1+ 4(1 — cos®y) cos’y —cos?’y + 1 —cos’y = 0
—4costy+2cos’y+2 = 0
—2costy +cosPy+1 = 0

Cette équation nous fournit deux valeurs de cos?y

1
cos’y = 5 ou cos’y =1

L’équation de gauche est évidemment a rejeter, un carré étant toujours positif. Reste a ré-

soudre [’équation de droite.

cos’y = 1
cosy = =1
y = km

2. Notons que l'on aurait également pu ramener cette équation & une équation homogéne en sinus et
. . . . 2 -2 . P A .
cosinus en multipliant le membre de droite par cos” z + sin“z On se serait alors ramené a une équation

algébrique du quatriéme degré en tan z, que ’on aurait résolue par groupement.

86



ANNEXE C. EXERCICES RESOLUS

Finalement, on repasse a la variable d’origine, se souvenant que v =y + 7

= km

Les solutions seront au final
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Exemple 6 Septembre 2001 - Question 2
Résoudre ’équation®

tanx + cotx +secx + cscx = —2

Conditions d’existence

Il faut que les fonctions utilisées soient définies, c’est-a-dire que
cosx #0 et sinx #0
k
v # 7” ke

Résolution

Travailler avec des sécantes ou cosécantes est rarement conseillé, car peu de formules concernent

ces fonctions. On réécrit I’équation en terme de sinus et de cosinus

sinx  coszx 1 1
+ — + + — = =2
cosx sinxz cosx sinzx
l1+sinx 1+coszx B 5

COS & sinx

Et on remarque que cette équation est symétrique en sinus et cosinus. Il faut toutefois mettre
les différents termes au méme dénominateur avant d’effectuer la substitution, car on ne désire

pas conserver de fraction.

sinx + sin’ x + cos x + cos® x —2sinz cos x
Sin x cos x sin x cos x

1+sinx +coszx —2s8inxcosx
sinx cos x sinx cos x

Les conditions d’existence nous garantissent que le dénominateur est non nul. L’équation peut

donc étre écrite

1+sinx +cosz = —2sinxcosx

3. Les fonctions sécante et cosécante, qui seront notées dans ce document sec et csc, représentent l'inverse

des fonctions cosinus et sinus. On a donc les relations

1
secr =
CcoS X
1
cscr = —
sinx
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On remplace alors sinz et cosx en utilisant les formules (5.6) et (5.7), via le changement de

variable v =y + 7.

1+ ?(COSQ +siny) + ?(cosy —siny) = —2§<COSZ/ + sin y)g(cosy —siny)
1+ ﬁcosy = sin® Y — cos? Y
14+vV2cosy = (1—cos?y)—cos’y
\/icosy = -2 cosZy

cosy(2cosy —v2) = 0
Ce qui nous donne
V2
cosy =0 ou cossz
yzg—i-knr ou yz:l:%—i—Qkﬂr

On revient alors a la variable de départ, se souvenant que v =y + %

$—%:g+kﬂ ou .T—%::E%—i—Qkﬂ'
x:%r—l—km ou xz%i%%—?l{m
Ce qui donne les solutions
r = ??Tﬂ + km
xr = g+ 2km
x = 2km

Seule la premiere solution est a conserver, les deux derniéres solutions étant a rejeter au vu

des conditions d’existence. L’ensemble des solutions sera

Sz{%#—k‘ﬁ},k‘ez
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Exemple 7 Juillet 20053 - Question 3
Résoudre I’équation

cos 2z + cos 6z = 1 + cos 8z (C.11)

Cette équation ne comporte que des fonctions cosinus d’arquments différents. L utilisation
des formules de Carnot et/ou de Simpson est donc conseillée. La présence du 1, qui se trouve
uniquement dans la formule de Carnot, encourage a utiliser une fois cette formule. Reste a
bien grouper les termes.

Appliquer Simpson au membre de gauche nous donne
cos 2z + cos 6z = 2 cos 4x cos 2z
Appliquer Carnot au membre de droite
1 + cos 8z = 2cos” 4z

et le facteur cosdx est bien commun aux deux termes. Ce choix de groupement nous rend

bien un facteur commun, qui peut étre mis en évidence. L’équation (C.11) devient

2cosdrcos2r = 2cos®4dx

2 cosdx(cos2r — cosdxr) = 0
L’équation de départ se réduit donc en deux équations de base.
cosdr =0 ou cos2x —cosdr =0

Résolvons la premiére équation

cosdr = 0
T
de = —+k
X 5 + kT
T n km
a;‘ —_— — [
8 4
Résolvons la deuziéeme
cos2x —cosdr = 0
cos2x = cosdx

20 = Hdx+ 2kw
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20 =4x + 2km ou 2x = —4dx + 2kw
km

r=kr ou x=—

3

T km km
=q=+— — 7
S {8+4}U{3},ke

Au total, on aura donc
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Exemple 8 Juillet 2007 - Question 3

Résoudre

sin bx — sin 3x = cos 6x + cos 2x

1l s’agit bien d’une équation comportant des fonc
L’absence de chiffre nous pousse a n’utiliser que

formules auz membres de gauche et de droite tels

sin bx — sin 3z

cosbx + cos2x =

Et on retrouve cos4dx commun aux deux termes.

2cosdxsinx

cos4x(sinx — cos 2z)

Ce qui donne les deux équations de base

tions sinus et cosinus d’arguments différents.

les formules de Simpson. Si l'on applique ces
qu’ils sont présentés, on aura respectivement
2cosdxsinx

2 cos4x cos 2x

On met ce facteur en évidence

2cos4x cos 2z

0

cosdr =0 ou sinx —cos2x =0

On résout la premiére

cosdr = 0
™ km
r = —+4+—
8 4
Puis la deuxieme
sinx —cos2x = 0
cos2xr = sinx
cos2x = cos(g — )
2r = j:(g —x) + 2km
2$:%—x+2k’ﬂ' ou 2x:—(g—x)+2k7r
2k
x:% Tﬁ ou x:—g—ir%ﬂ
Au total, les solutions seront
T kmw m  2kw
S=—-4+—7 U =4+—7.k€EZ
{ 8 4 } { 6 3 } ’
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Exemple 9 Juillet 2008
Résoudre

sinz + sin 22 + sin 3z = v/2(1 + cos x + cos 2x) (C.12)

1l s’agit bien d’une équation ou ne sont présentes que des fonctions sinus et cosinus, avec des
arquments différents, mais lutilisation des formules de Simpson et de Carnot ne permet pas
directement d’avoir un facteur commun. On va ici travailler chaque membre séparément et
espérer arrwer a une expression similaire de chaque coté.

On commence par le membre de gauche. Appliquer Simpson aux premier et troisieme termes
semble le plus judicieuz, car le facteur sin2x sera alors commun auz deux termes du membre

de gauche et pourra étre mis en évidence.

sinx + sin 2z +sin3z = sin 2z + 2sin 22 cos(—x)
= sin2zr + 2sin2xz cosx

= sin2z(1 4 2cosz) (C.13)

On laisse ce terme de coté pour le moment et on passe au membre de droite. Le 1 nous indique
Carnot. On groupe donc les premier et troisieme termes, afin de faire apparaitre cosx, qui

sera commun au membre de droite.

V2(1 4 cosx +cos2x) = V2(cosz + 2cos? x)

= V2cosz(1+2cosx) (C.14)

Fort heureusement, les deux membres, représentés par les équations (C.13) et (C.14), ont le

facteur 1 + 2 cosx en commun. L’équation de départ (C.12) devient alors

sin2z(1 +2cosz) = V2cosz(l+ 2cosz)

(14 2cosx)(sin 2z — vV2cosz) = 0

Le facteur (1 +2cosx) est une équation de base, il n'est donc plus nécessaire de le modifier.
Le facteur (sin2x — v/2cos ), lui, doit encore étre légerement changé. Il suffit d’utiliser la
formule de duplication sin2x = 2sinx cosx pour faire apparaitre le facteur cosx, qui sera

mis en évidence. Ce faisant, (C.12) devient finalement

cosz(1 4 2cosz)(2sinz —V2) = 0
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qui se décompose en trois équations de base

cosx = 0 (C.15)
1+2cosz = 0 (C.16)
2sinz — V2 = 0 (C.17)

Il ne reste plus qu’a résoudre ces équations élémentaires.

L’équation (C.15) admet pour solutions

x:g+k7r
(C.16) donne
1
cosr = ——
2
2
r = :I:§+2k7r

Enfin, (C.17) devient

T 3
x 1 + 2Rrm ou x 1 + 2KRT

Au total, I’ensemble des solutions sera

S = {g+k7r}u{i2§+2k:7r} U{%—I—Qkﬂr}u {%TjL?k?T}
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Exemple 10 Juwillet 2010 - Question 2

Résoudre I’équation

4

sin x + cos*z = sinx cos x (C.18)

L’équation fait intervenir les termes sin® x et cos* x. Or on sait, via la formule fondamentale,

que
sinz 4+ cos’z = 1
(sinz + cos®)* = 12
sinfz + 2sinxcos’z 4 costz = 1

sinz 4+ cos'z = 1 — 2sin* z cos®
On insére ceci dans (C.18), ce qui donne

1—2sin?zcos’r = sinzcosz

2sin®xcos’r +sinzcosr—1 = 0

et on obtient une équation du second degré en la variable sinxcosx. Se souvenant de la
formule de duplication 2sinx cosx = sin2x, on se raméne a l’équation du second degré en

sin 2x

1
§Sin22x+§sin2x—1 =0

sin®2z +sin2z —2 = 0
Cette équation admet pour solutions
sin2z =1 ou sin2x = -2

La deuzieme solution est & exclure. Reste donc a résoudre

sin2x = 1
7

20 = —+2k

x 2—1— m

T = %—l—lm

Ce qui donne pour ensemble de solutions

S:{ZJrkw}
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Exemple 11 Juwillet 2005 - Question 2
Résoudre

sin® x 4+ cos® x = g (C.19)
On commence par utiliser la formule
a® +b° = (a+b)(a® — ab+ b°)
Dés lors, on aura ici
sinz +cos®r = (sin®z)® 4 (cos®z)?
= (sin®z + cos® z)(sin x — sin® z cos® z + cos” x)

4 4

= sin*x — sin® x cos® © + cos* x

On regroupe alors les termes existants pour faire apparaitre (sin® x + cos? x)?

6

sin®z +cos®z = sin?

2 4

xr — sin® x cos® z + cos*

4 —3sin®xcos’x

= sin*z + 2sin® z cos® z + cos
= (sin®’x + cos®z)? — 3sin® wcos® x

= 1-3sin’xcos’x
Sachant cela, l’équation (C.19) devient
1 —3sin’rcos’r =

sin?xcos’r =

oo | — 0o Ut

On utilise enfin la formule de duplication 2sin x cosx pour se ramener a l’équation de base

1 1
ZLSiIIQQI = g
2
sin2x = j:\/T_
T T
20 = — +k—
v 1"y
T T
r = — —
8 4
Au total,
T k7
S=_—=—4+—3% keZ
{8+ 4}’ <
o
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Exemple 12 Septembre 2004 - Question 2

Résoudre

. 5 V2
TCOSTX —SINXrCOs r = —

8

Cet exercice est résolu en utilisant seulement les formules de duplication. Sil’on met le facteur

sin®

sinz cosx en €évidence, on fait directement apparaitre ces deux formules, a un facteur preés.
. -2 2

sin x cos z(sin” x — cos” x)

52 sin z cos #(—(cos* z — sin’x)) =

1
) sin 2x(—cos2x) =

sin2x cos2x =

PR S

On wvoit de nouveau apparaitre, a un facteur prés, la formule de duplication du sinus. Cela

donne donc

2sin2xcos2xr = —

sindr = —

T 5%
435:—Z+2k7r ou 4x=z+2k7r
B 7T+/€7T _57r km
YT T2 T
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Exemple 13 Septembre 2003 - Question 3
Résoudre

cos 9z — 2 cos 6z = 2 (C.20)

L utilisation des formules de Simpson n’est pas possible, a cause du coefficient devant cos 6.

On va donc exprimer cos 9z et cos6 en fonction de cos3x et de sin 3x.

cos 62 = cos® 3z — sin? 3x

cos9x = cos(6x + 3z)
= cos 6z cos 3x — sin 6z sin 3x
= (cos® 3x — sin? 3z) cos 3z — (2sin 3x cos 37) sin 3z
= cos® 3z — sin? 37 cos 3z — 2sin® 37 cos 3x

= cos®3x — 3sin® 3z cos 3z
(C.20) devient alors
cos® 3z — 3sin?3x cos3x — 2cos® 3z + 2sin’3xr —2 = 0

Reste alors a remplacer sin® 3z par 1 — cos® 3z pour se ramener & une équation du troisiéme

degré en cos 3x.

cos® 3z — 3(1 — cos® 3z) cos 3x — 2cos? 3r + 2(1 — cos’3z) —2 = 0

cos® 3z —3cos3xr +3cos®r —2cos?3r+2—2cos’3r—2 = 0
4cos®3x —4cos?3xr —3cos3r = 0
cos 3x(4cos? 3x — 4cos” —3) = 0

On résout alors ces deux équations de base. D’une part,

cosdr = 0
3r = g—l—lm
T  km
r = —+ —
6 3
d’autre part,
4cos?3x —4dcoszr—3 = 0
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3 ! 3 5
cos3r = ——= ou cosdr = =
2 2

La deuzieme solution est a rejeter. Il reste donc

9y — 1
cos3r = 5
2
3r = :I:?W+2k7r
2w 2kw
— j:_ .
. o "3
Au total,
T km 2w 2kmw
={—+ — +— + — 7
S {6—|—3}U{ 9+3},ke
o
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Exemple 14 Septembre 2006 - Question 3
Résoudre

2sin? 3z + sin® 6x = 2

Utiliser la formule de duplication du sinus puis la formule fondamentale conduit directement

a une équation du second degré en sin® 3z, qu’il suffit de résoudre.

2sin? 3z +sin? 6z = 2

2sin? 3z + (2sin3zcos3z)? —2 = 0
2sin? 3z + 4sin® 3z cos’3r —2 = 0
2sin? 3z + 4sin” 3z(1 —sin®37) —2 = 0
2sin® 3z + 4sin*3z — 4sin*3z -2 = 0

2¢in*3 — 3sin?3z+1 = 0

sin?3z =1 ou sin’3z =

sind3r = =+1 ou sin3x = +—

2
k
BxZg—l—kw ou Sx:%—l—;
T km T km
r=—-+— o0u r=—+—
6 3 12 6
Au total,
T  km T km
S—{gﬁL?}Ul‘G{EﬁLF}
o
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Exemple 15 Juillet 2006 - Question 4

Résoudre

1+ tan 22
<—|—;ani) +sinz =0 (C.21)

1—tan§

Conditions d’existence

Deux conditions sont a exprimer. D’une part, il faut que

x
— 0

cos #+
x ™
— —+k
7 # 2-1— s
xr # w4 2kw

d’autre part,

1-— tang # 0
x
tan — 1
an g #+
x T
5 7é Z + km
x # i + 2km
2
Au total, il faut que
x4 (14201 et o g + 2k (C.22)

Résolution
Plusieurs éléments nous poussent ici & nous ramener a une des formules en tangente avant
de développer le carré. Premieérement, les tangentes sont en 3, tandis que le sinus est en x.
Afin de se ramener a des équations de base, il faut se ramener a un seul argument commun.
Deuziemement, développer le carré conduit vite a des expressions assez lourdes a manipuler
et a un calcul non trivial. Pour éviter de manipuler de longues expressions, on commence par
manipuler la fraction

1—|—tan§

1—tan§

Avec un peu d’expérience, cette écriture fait penser a la formule d’addition en tangente. Se

souvenir que 1 = tan 7 permet en effet de s’y ramener. On a en effet

2
I—tang 1—tanZtan3

l+tanZ tan%—i—tan%

T T
— tan(— + =
an(4+2)
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L’équation (C.21) se réduit a

tanQ(g + g) +sinz =0

ce qui est déja plus compact. Il faut maintenant parvenir a modifier [’argument de la tangente.
Pour ce faire, la seule solution est d’utiliser la formule fondamentale pour faire intervenir un

terme en cosinus carré, puis d’utiliser Carnot pour doubler l’argument :

tan2(£ + g) +sinz = 0

1

—1+4+sinx = 0

COSQ(%-}-%)

2 )

—1+sinz = 0

1+ cos(§ + )

2

—,—l—l—sinx = O

1 —sinx

1+ 2sinz —sin’z

1 —sinzx
Au vu des conditions d’existence, sinx est différente de l'unité, donc on peut supprimer le
dénominateur. Reste a résoudre I’équation du second degré en sin x
1 +2sine —sin’z =0
Les solutions sont
sinz =—-1++v2 ou sinz=-1-—+2
La deuzxiéme solution est évidemment a rejeter. Reste donc a résoudre

sinx:—1+\/§

z = arcsin(—1 4+ V2) + 2kr  ou =7 — arcsin(—1 4 V/2) + 2kx
Ce qui donne au total

S = {arcsin(—1+ v2) + 2k} U {r — arcsin(—1 + v/2) + 2kr}, k € Z
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Résolution alternative
On pourrait également résoudre cette équation en se ramenant uniquement a des fonctions

sinus et cosinus.

(1+tan§>2 B <c0s§+sin§)2 <c082§+sin2§+2cos§sin§> _ 1l+4sinx

_ z T _ qin &
1 tan2 Cos 5 — sin 5

Z _2cosZsinZ

5 5 > 1 —sinx

cos? 5+ sin?

(C.21) deviendrait alors

1+ 2sinx — sin®x

1 —sinx

qui est bien ’équation obtenue précédemment.

o
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Exemple 16 Septembre 2009
Résoudre I’équation

tanx +tan2x +tan 3z =0

Conditions d’existence

1l faut que tanx, tan 2x et tan 3z soient définies, c’est-a-dire que

xr # g—l—knr
T  km
x 7& Z—F?
T  km
x 7é g—l-?

Résolution
Développer tan 3z a l'aide de la formule d’addition nous fournit le facteur commun tanx +

tan 2z, qui sera mis en évidence

tanx +tan2z +tan3x = 0
t tan 2
tanx + tan 2z + an + tan v =0
1 — tanxz tan 2z
(tanz + tan2x)(2 — tanz tan2x) = 0

On obtient une équation de base, et une qui deviendra une équation algébrique du second

degré en tanx une fois le facteur tan 2z développé.

tanx +tan2rx =0 ou 2—tanztan2z =0
2 tan®
tanz = —tan(2z) ou 2— % =0
tanx = tan(—2x) ou 2 —4tan*z =0
V2

r=—-2x+kr ou tana:':j:?

km

— 0] — k

Ces solutions étant compatibles avec les conditions d’existence, ’ensemble de solutions sera

S = {%}U{iamtang—l—kﬂ},kez

Résolution alternative

Il est tout a fait possible de résoudre l’équation ramenée aux fonctions sinus et cosinus.
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Cependant, le calcul est nettement plus long, et il faut utiliser un certain nombre de formules
pour se ramener a des équations de base.

sinx sin 2z sin 3z

cosx  cos2r = cos3x
Réduire au méme dénominateur permet de faire apparaitre les formules d’addition du sinus.
Reste a choisir quels termes grouper. Rassembler le premier et le troisiéme permet de faire
apparaitre sindx. Utiliser alors la duplication nous autorise a mettre le facteur sin2x en
évidence.

sin x cos 3x + sin 3x cos x sin 2x

COS & COS 3T cos 2x
sin4x sin 2x

COSZT COS3T  COS2x
. 2cos 2x 1
sin 2x + =0

COSZX COS3T  Cos2x

Mettre ’expression entre parenthéses au méme dénominateur permet de simplifier celui-ct,

les conditions d’existence ayant déja été posées. On en tire que
sin 22(2 cos® 27 + coszcos3z) = 0

On utilise alors les formules de Simpson puis de Carnot pour se ramener a une équation

algébrique du deuziéeme degré en cos2x
1
sin 22(2 cos® 2z + §(COS dr +cos2z) = 0

1 1
sin 22(2 cos® 2 + 5(2 cos? 2r — 1) + 5 cos 2¢) = 0
1

1
sin 22(3 cos? 2z + 5 cos 2r — 5) =0

sin 22(6 cos® 2x + cos2r — 1) = 0

Cela donne donc deux équations de base. Résolvons la premiére

sin2x = 0
20 = km
km
r = —
2
Puis la deuzxiéeme
6cos’ 2z +cos2z —1 = 0
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1 1
COS2T = — 0u COS2x = —
2 3

2 1

2r = i% +2km ou 2x = &4 arccos (g) + 2km
1 1

xr = :l:g +km ou x= :|:§ arccos (§) + km

Au total, cela donne les mémes solutions que précédemment

&
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Exemple 17 Juwillet 2004 - Question 2
cotz — tanz — 2tan 2z — 4 tan 4z > 8/3 (C.23)

Conditions d’existence

Ces fonctions seront définies si

km
A

T  kr
:E?éz+?

T  km
TE ST

Résolution
1l faut, d’une maniére ou d’une autre, factoriser cette expression. Pour ce faire, les différentes
fonctions doivent avoir le méme argument. Développer tandx en terme de tanx ne semblant
pas tres judicieux, on va plutdt regrouper les termes en x et 2x pour se ramener a 4x. Pour
cela, on peut soit exprimer cot et tanx a l'aide des cosinus et sinus et utiliser les formules
d’addition et de duplication, soit remarquer directement que

cotx —tanx = —tanzx
tanx

1 —tan®zx

tanx
1 —tan®zx

2tanx
2

tan 2z
= 2cot2x

L’équation (C.23) devient donc

2cot2r — 2tan 2z — 4tandx > 8V3

cot 2z — tan 2z — 2tandxr > 43
On répete deux fois ce procédé, pour arriver a

cot8x > \/5
cot8 —v3 > 0
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Une fois a ce stade, il faut étudier le signe des différents facteurs. Ici, il n’y en a qu’un. A

l'aide du cercle trigonométrique, on recherche donc les angles tels que 'inégalité est vérifice.

us

On sait que la cotangente est supérieure a V3 si son argument est compris entre 0 et %,

ou
entre m et %r. Ceci est bien str valable a 2 pres. Il faut donc que ['argument de la cotangente,

8x, soit compris entre un de ces deux intervalles, c’est-a-dire que

7
0+2k7r§83:<%+2k7r ou 7r+2k7r§8x<g+2k7r

7
2k:7r§8x<%+2k7r ou (1+2k)7r<8x§§+2k7r

Cela donne donc deux inéquations a résoudre, suivant les régles classiques de ['algébre. Ici, il

suffit de diviser chaque inéquation par 8 pour obtenir la solution finale

k7r< <7T+k7T 7r+k7r< <77r+k7r
T S A B S I T R

Ce qui s’écrit de maniére plus compacte

Au vu des conditions d’existence, on sait que

T km
Ji#g‘i‘z

Deés lors, l'inégalité devient stricte. Au total, ’ensemble des solutions est

km T km
S—{§<x<@+§},kez
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Exemple 18 Juwillet 2004 - Question 1

Montrer que
sin 2x + sin 2y

=t
cos 2z + cos 2y an(z +y)

Résolution
Le membre de gauche fait intervenir les arguments 2x et 2y, tandis que celui de droite ne
contient que x + y. Les formules de Simpson permettent cette transition. On part donc du
membre de gauche et on utilise ces formules.
2sin(z + y) cos(x — y)

2 cos(x + y) cos(z — y)
= tan(z + y)

lhs

ce qui suffit.
Conditions d’ezistence
Pour simplifier par cos(x — y), il faut que
r#y+ g + km
De plus, la tangente n’est définie que si
T # —y+ g + km
Regroupant ces deux conditions, cela donne

x%iy+g+k¢7r,k€Z
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Exemple 19 Juillet 2002 - Question 1b

Montrer que
1 — cos2a + sin 2a

=tana
1 + cos2a + sin 2a

Résolution
On remarque que le membre de gauche fait intervenir des fonctions en 2a, tandis que celui
de droite ne contient que l’argument a. Partir du membre de gauche et utiliser des formules
de duplication semble tout indiqué. La présence du chiffre 1 précise méme que Carnot peut

étre considéré. On aura donc

2sin?a + 2sinacosa

lhs =

2cos?2a + 2sinacosa
sina sina + cos a

cos asin a + cos a
= tana

et lidentité est déja démontrée.
Conditions d’existence

Cette identité n’est pas valable quelle que soit la valeur de a. On a, au cours de la résolution,

simplifié le facteur sina + cosa. Ceci n’est légal que si
cosa+sina # 0

cosa # cos(%%—a)

a;«ég+a+2k7r et a#—g—a—l—le

O#E—FQ/{Z?T et a;é—z—}—kﬂ
2 4
De plus, la fonction tangente n’existe que si
a # T + km
2
Awu total, il faut que

a#—%%—kﬂ et a;«ég—l—kw,kez

110



ANNEXE C. EXERCICES RESOLUS

Exemple 20 Septembre 2002 - Question 1
Démontrer que*

csca = cot g —cota (C.24)

Calculer ensuite la valeur de
csca + csc2a + csc 4a + csc8a (C.25)

Résolution
Commencgons par prouwver [identité (C.24), qui n’est valable que si a # km, k € Z. Au vu de
cette identité, il semble judicieux de regrouper les fonctions ayant a pour argument a gauche,
puis d’exprimer ces fonctions en terme de sinus et cosinus avant d’utiliser les formules de

duplication pour se ramener & largument §. L’équation (C.24) devient
a
csca + cota = cot§

On part du membre de gauche de cette identité.

lhs — 1+ cosa

sin a
2 cos?

L’identité (C.24) est donc démontrée.
On calcule alors la valeur de (C.25). Pour ce faire, on va utiliser l'identité que [’on vient de

démontrer. Ce faisant, on obtient

csca + csc2a + cscda + csc 8a
a
= COt§ — cot a + cot a — cot 2a + cot 2a — cot 4a + cot 4a — cot 8a

a
= cot — — cot 8a
2

Ce qui n’est valable que sia # kg, k € Z

<

1

sina

4. Pour rappel, csca =
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Exemple 21 Juwillet 2010 - Question 1
Montrer que l'on a
4(cos® a — sin® a) = cos 2a(4 — sin* 2a)
Résolution
Le membre de gauche est de degré siz et les fonctions ont pour argument a. Celui de droite est
de degré deux, mais les fonctions ont l’argument 2a. Le plus simple est donc de commencer par
réduire le membre de gauche a Uaide de la formule bien connue a®> —b* = (a—b)(a® +ab+b%),

car le premier facteur nous donnera directement cos2a En effet,

lhs = 4(cos®a — sin®a)(cos® a + sin® a cos® a + sin’ a)
= 4cos2a(cos® a +sin? a cos® a + sin* a) (C.26)
La forme du deuxiéme facteur doit directement faire penser a la formule fondamentale. Le

développement qui suit est une astuce tres souvent utilisée pour réduire la complexité d’un

facteur de cette forme.

1 = cos’a+sin®a
1> = (cos’a +sin?)?
1 = costa+ 2sin?acos?a +sinta
1 —sinacos’a = costa+sin®acos’a+sinta

On insére ceci dans (C.26), ce qui donne
lhs = 4cos2a(l — sin®acos®a)

Observant le membre de droite, on doit parvenir & faire apparaitre le terme sin® 2a. On utilise

donc la duplication du sinus

9 g 2
e = a1 (B

. 22
= 4cos2a (1 — sm4 a)

= cos2a(l — sin? 2a)

Et Uidentité est démondtrée.

<
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Exemple 22 Juillet 2010 - Question 4

Calculer

E =tan9° — tan 27° — tan 63° + tan 81° (C.27)

Résolution
1l s’agit d’une identité car la calculatrice permet de connaitre la valeur a atteindre, qui est de
4. On doit donc trouver des combinaisons de ces nombres qui font soit apparaitre des angles
remarquables, comme 45 ou 30, soit qui suppriment les différents termes. Dans ce cas, on

remarque que les arqguments des tangentes sont complémentaires deux a deux. Or on sait que

sina sinb

tana + tanb =
cosa cosb

sinacosb + cosasinb

cosacosb
sin(a + b)
cosacosb

Comme on a ici des angles complémentaires, leur somme vaut 90 et le sinus de 90 vaut 1.

On applique donc ce développement pour déja réduire ’expression (C.27)

P o sin 9° sin 27° sin 63° sin 81°
T c0s9°  cos27°  cos63°  cos8l°

sin 9° cos 81° 4+ c0s9°sin 81°  sin 27° cos 63° + cos 27° sin 63°

cos 9° cos 81° cos 27° cos 63°
B sin 90° _ sin 90°
 c089°cos81°  cos27° cos 63°
1 1

c0s 9° cos 81°  cos27°cos63°

On sait qu’il faut se débarrasser des fonctions cosinus, vu que la réponse est 4. Les angles
étant toujours des angles complémentaires, appliquer Simpson a chaque dénominateur permet

de faire apparaitre le terme cos 90, qui est nul. Ce faisant, l’équation de départ se simplifie

en
£ - 2 2
© 2¢089°cos81°  2cos27° cos 63°
B 2 2
 c0890° + cosT2°  cos90° + cos 36°
2 2

cos72°  cos 36°
_ 5 1 B 1
cos72°  cos36°
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Le préfacteur 2 est apparu, ce qui est bon signe. Toujours dans l’optique d’éliminer les fonc-
tions, on réduit au méme dénominateur et on factorise le numérateur, via Stmpson. On espére

alors que ceux-ci se simplifieront, vu que le préfacteur 4 sera apparu.

g - 2(00836°—COS72°>

cos 36° cos 72°
_ 4 (sin 54° sin(—18°)>

cos 36° cos 72°

_ sin H4° sin 18°
- cos 36° cos 72°

En outre, on sait que

sin54° = cos(90° — 54°) = cos 36°

sin 18° = cos(90° — 18°) = cos 18°

ce qui donne bien

E=4

Cet exercice, qui n’est pas le plus simple, est résolu en gardant a [’esprit qu’il faut neutra-
liser les fonctions trigonométriques. Ayant remarqué que les arguments des tangentes sont
des angles complémentaires, on essaie donc de grouper ces différentes fonctions pour obtenir
largument remarquable 90. Les formules permettant cela sont les formules de Simpson, uti-
lisées dans les deux sens, ainst que le développement classique permettant d’additionner deux
tangentes.

o
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Exemple 23 Septembre 2001 - Question 1
Montrer que

sin3a = 4sin(60° — a) sin a sin(60° + a)

Résolution
Comme mentionné précédemment, on va partir du membre de droite et utiliser des formules
qui permettent de supprimer les arguments. On utilise par exemple la formule d’addition, ce

qui domne

rhs = 4(sin60° cos a — cos 60° sin a) sin a(sin 60° cos a + cos 60° sin a)

V3 1 V3

= 4(—cosa — 5 sin a) sin G(T

+ Lsina)
COS —S
2 a 2 1mna

= 4(1 cos®a — 2 sin® a) sin a
= sina(3cos’a — sin® a)

= 3cos’asina —sin’a (C.28)

On a maintenant deuz possibilités. On sait que l'expression (C.28) doit étre égale a sin 3a.
Soit on continue de manipuler cette expression et on essaie de remonter a l’aide des formules
d’addition vers sin3a. Soit on laisse ce membre tel quel pour linstant et on développe le
membre de gauche pour qu’il ne fasse plus intervenir que l’argument a, en espérant arriver
au résultat donné par (C.28). C’est cette procédure que nous allons suivre, les puristes désirant

suivre la premiére méthode n’auront qu’a refaire le raisonnement qui suit dans l’autre sens.

lhs = sin(2a + a)
= sin2acosa + sina cos 2a

?a —sin’a)

= 2sinacosacosa + sin a(cos
_ : 2 : 2 .3
= 2sinacos” a -+ sinacos”a — sin” a

= 3sinacos’a —sin’a (C.29)

Les expressions données par (C.28) et (C.29) étant les mémes, l'identité est bien démontrée.

O
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Exemple 24 Juwillet 2003 - Question 1

sin? z + sin® x—|—2—7T + sin? I—Q_W _3
3 3) 2

L’idée est ici de partir du membre de gauche, d’éliminer x, et de ne plus conserver que des

Montrer que

Résolution

angles remarquables. Le plus rapide est de commencer par la formule de Carnot. Cela permet
d’éliminer les carrés, et nous fournira trois cosinus, auzrquels pourront étre appliquées les

formules de Simpson. Suivant ce raisonnement, on a

1 4 1 4
(1 —cos?x)+§ (1 — COS (Qx—f——;)) —1—5 <1 — cos (Qx— —5))
1 4 47
+§ cos 2x + cos 2x+? + cos 2x—?

1 4
+ B cos 2z + 2COSQQ§COS?

lhs =

1 —1
+ 5 (COS 2z + 2 cos 2957)

1
+ = (cos 2z — cos 2x)

W W NW NW N W N+~

Résolution alternative
Celui qui ne pense pas a utiliser Carnot et choisit d’utiliser directement les formules d’addition
parvient également au méme résultat. Les calculs sont cependant un peu plus lourds. En effet,

on aurait eu

. 9 . 2 .27 2 . —27 . =21 2
lhs = sin“xz + smxcos?%—cosxsm? + smxcosT—l—cosxsm 3

2 2
-1 3 —1 —V3
= sin’z + (7 sinz + §008x> + <78inx+ ;/_cosx>

1 3 3 1 3 3
= sin2x+zsin2x+10052x— gsinascos:v—l— Zsin2x+zlcoszx+ gsinxcosx

1 3
= sin2x+§sin2x+§co§x

1 3
= sin®z + =sin’x + 5(1 — cos® 7)

2
= sin2x+§sin2x+§—§(:052x)
3
2
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Exemple 25 Septembre 1999 - Question 2

Montrer que, dans un triangle, on a

B C
sinA —sinB +sinC = 4sin§cos§sin§

Résolution
Deux raisons nous poussent a partir du membre de gauche pour se ramener a celui de droite.
D’une part, il est souvent plus facile de transformer une somme en produit qu’un produit en
somme. D’autre part, les formules de Simpson et de duplication sont plus facile a manipuler
st l’on part de l'angle et que l’on va vers sa moitié, plutét que dans le sens contraire. On

utilise ici la démarche classique dans les triangles. On va exprimer A en fonction de B et C

A = 1-B+C
sinA = sin(B+C)

et utiliser la formule de Sitmpson pour grouper les deux autres termes

—sinB +sinC = 2cos (B;C) sin (B§C>

On a donc

lhs = sin(B+ C) + 2cos (B ; O) sin (B ; C)

Comme toujours lorsque 'on manipule des arguments multiples l'un de 'autre, on utilise la
duplication pour se ramener a une valeur commune. Cela permet la mise en évidence d’un

premier facteur.

. B+C B+C B+CY\ . B-C
lhs = 2sin CoS + 2 cos sin
2 2 2 2
B+C ) B+C i B-C
= 2cos8 sin ~+ sin
2 2 2

L’utilisation de [’hypothése nous fournit le premier facteur désiré, Simpson les deux suivants.

En effet,

B+C .o A

2 2 2

B+C A
COS( 2 ) = SIHE



ANNEXE C. EXERCICES RESOLUS

Et

B+C B-C B+C 4 B-—C B+C _ B-C
sin( 5 )—I—sin( 5 ) = 2sin | 2—-2- 5 2 )cos | 2—-2- 5 2

. B C
= 2sin — cos —
2 2

On a donc bien

lhs = 2sin —2cos — cos —
2 2 2

A B C

= 4sin — cosS — cos —

2 2 2
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Exemple 26 Juillet 2008 - Question 1

Montrer que, dans tout triangle, on a
co82A 4 cos2B + cos2C = —1 — 4 cos A cos B cos C

Résolution
Pour les mémes raisons qu’a [’exemple précédent, on part du membre de gauche. A nouveau,

on exprime A en fonction de B et C

A = r1m-B-C
cos2A = cos(2m — (2B 4 2C))

cos2A = cos(2B +2C)
et on groupe les autres termes avec Simpson.
cos2B + cos2C = 2cos(B + C)cos(B — C)
Dés lors,
lhs = cos(2B +2C) 4+ 2cos(B + C) cos(B — C)

On désire travailler avec les angles pour arguments, non leur double. De plus, un terme —1 est

attendu. On utilise donc Carnot pour faire apparaitre ce terme et avoir un facteur commun.

lhs = —1+42cos*(B+ C)+2cos(B+ C)cos(B —C)

= —1+4+2cos(B+ C)(cos(B+ C) + cos(B — (C))
On wutilise a nouwveau Stmpson, ce qui fait apparaitre les facteurs cos B et cos C.
lhs = —1-+4cos(B+ C)cos BcosC

Et enfin, la relation des triangles

B+C = m-A
cos(B+C) = —cosA

Ce qui nous meéne bien a

lhs = —1—4cosAcosBcosC
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Exemple 27 Septembre 2009 - Question 1

Dans tout triangle ABC, montrer que
cot Acot B + cot Beot C' + cot Ccot A =1 (C.30)

Résolution
Cette identité se démontre de maniére similaire aux précédentes. On commence par ’exprimer
en termes de tangentes, pour simplifier ’écriture. Ceci n’est valable que si le triangle n’est

pas rectangle. Sinon, si on suppose qu’il l’est en A, l’égalité devient

cot BecotC = 1

tanB = cotC

ce qui est trivialement vrai.

St le triangle n’est pas rectangle, on a donc
tan A +tan B +tanC' = tan Atan BtanC

Ensuite, on travaille en fonction de sinus et de cosinus, on réduit progressivement au méme
dénominateur et on utilise les formules qui s’imposent. On va de nouveau partir du membre
de gauche et factoriser. On commence, par exemple, par utiliser la relation des triangles pour

modifier A, et réduire les deux autres termes au méme dénominateur.

sinB  sinC
lhs = t —B-C
5 an(m )+cosB cosC
sin B cosC + sin C cos B
= —tan(B+C
an(B +C) + cosC' cos B

_sin(B+C) | sin(B+0)
cos(B+ C)  cos BcosC

) -1 1
= sin(B+0) <COS(B+ C) * cosBcosC’)

On continue la réduction au méme dénominateur. Ceci fait, on remarque que l’utilisation
d’une formule d’addition permet une belle simplification

cos B cos C' — cos(B + C)
cos(B + C') cos B cos C
—sin BsinC
pu— 1 B
sin(B +C) (COS(B + C') cos B cos C’)
= —tan(B + C)tan BtanC

lhs = sin(B—I—C’)(
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On conclut par l'utilisation de la formule des angles, qui nous fournit le membre de droite

attendu
lhs = tanAtan BtanC

On remarque donc que, lorsqu’on désire passer des tangentes auz sinus et cosinus, on doit
réduire différents termes au méme dénominateur pour faire apparaitre la formule d’addition.
Cette mise au méme dénominateur doit se faire étape par étape, pour éviter de se perdre dans
des expressions d’une lourdeur excessive.

&
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Exemple 28 Septembre 2004 - Question 1

Démontrer que si les angles d’un triangle ABC' satisfont a la relation

sin B +sinC
mA=_—— ""= 31
St cos B + cos C' (C:31)

alors le triangle est rectangle en A.

Conditions d’existence.

L’équation (C.31) n’a de sens que si

cosB+cosC # 0
cos B # cos(m —C)
B # +(r—C)+2kn

Sachant que l’on est dans un triangle, donc que chacun des angles est compris entre 0 et ,

cela donne pour condition

B # n-C
B+C # =
A # 0

car Uautre relation

B+#C —m+2kn

n’est jamais vérifiée dans un triangle. La condition d’existence revient donc a imposer que le

triangle ABC' soit non dégénéré.

Résolution
On est bien dans le cas ot une hypothése supplémentaire, [’équation (C.31), nous est fournie.
On va manipuler cette équation et ’écrire sous une forme qui affirmera que le triangle est
rectangle en A. Si [’on parvient, par exemple, a obtenir une équation ne faisant plus intervenir
que cet angle, cela devrait suffire.

- : : : , B+C
On va donc utiliser la formule de Simpson pour faire apparaitre l'argument =3=

, qui sera

alors exprimé en fonction de A o l'aide de la relation entre les angles. Ce faisant, (C.31)
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devient
. 2 sin B%C cos B?C
sinA = 5o 5o
2 cos % cos Z5=
A sin %Y
sin = — =
cOS B%C
) B+C
sinA = tan
2
sinA = cot 5

Comme attendu, on obtient une équation ne faisant plus intervenir que l’angle A. Reste a

utiliser la duplication du sinus pour pouvoir résoudre cette équation.

sinA = cot—
2

2s8in —cos — = cot—

2 2 2
A 1
QSiHE = @,AG]O,?T[@ COS§>0
A 1
.24 _ -
Sin 2 2
A 2
Sina = \/7_ ; A€]0,m[=singd >0
A T A -
5 = Z N A E]O,ﬂ'[:> 5} 6]0, 5[
A=1=
2

et le triangle est rectangle en A.

o
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Exemple 29 Juillet 2005 - Question 4
Montrer que, si x et y vérifient

tan®x = 2tan’y + 1 (C.32)

alors on a l’égalité

cos 2z + siny = 0 (C.33)

Résolution
On wva partir de Uhypothése et la manipuler pour arriver & [’expression souhaitée. On doit
donc faire apparaitre cos2x & partir de tan®z, et sin®y a partir de tan®y.
cos 2x provient des formules de duplication ou de Carnot, qui nécessitent des termes comme
1, cos®>x ou encore sin®z. Or, a partir de tan® x, cos®> x peut étre obtenu a partir des dérivés

de la formule fondamentale. Cela donnerait donc

9 1
tan“x = 5 — 1
cos? z
- | (C.34)
1+ cos2x '

sin?y vient de tan®y en utilisant la formule fondamentale et ses dérivés

9 1
tan“y = - — 1
cos?y
1
1 —sin®y

On insére les expressions (C.34) et (C.35) dans (C.32) :

tan’r = 2tan’y+ 1
2 2
1—|—0082x_1 - 1—sin2y_2+1
1 —sin®y = 1+cos2x

0 = siny+ cos2x

Ce qui est bien la thése (C.33).

O
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Exemple 30 Juwillet 2007 - Question 2

Montrer que, si a, b, ¢ sont des nombres positifs vérifiant
a>c et &=a®— b

alors ’expression

I= \/(a cos ¢ + ¢)? + b2 sin? ¢ + \/(a cos ¢ — c)2 + b2 sin? ¢ (C.36)

est indépendante de ¢. Trouver cette valeur.

Résolution

On doit donc montrer que ’équation (C.36) est indépendante de ¢, c’est-a-dire que sa valeur
peut s’exprimer sans cette variable. Il va donc falloir manipuler cette équation et parvenir
a supprimer tous les termes comportant ¢. Pour ce faire, on manipule les radicands pour
essayer de former un carré parfait. Cela permettra de supprimer les racines carrées, et vu la
symétrie des radicands, des simplifications risquent d’apparaitre. Cette idée est renforcée par
le fait qu’on précise le signe de a, b, ¢, ce que ne serait utile que pour calculer des valeurs
absolues.

On va donc commencer par manipuler le radicand de la premiére racine,
R = (acos¢ +c)* + b?sin’ ¢ (C.37)

Il va bien str falloir utiliser Uhypothése ¢ = b*> — a®. Observant le radicand, on remarque
que b est le seul terme n’apparaissant que au carré. a et ¢ apparaissent tant au carré qu’a
la premiére puissance, a cause du double produit. Il est donc préférable d’utiliser ’hypothése

dans le sens b* = a® — 2. Ce faisant, (C.37) devient
(acos ¢+ c)* + a*sin® ¢ + c*sin” ¢
St l’on développe le carré, la formule fondamentale permet les simplifications suivantes
R = a*cos® ¢+ 2accos ¢ + ¢ + a*sin® ¢ — c*sin? ¢
= (a®cos® ¢ + a*sin® ¢) + (¢* — c¢*sin® ¢) + 2accos ¢

= a®+ 2 cos® ¢+ 2accos ¢

= (a+ccosg)?
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Et on est parvenu a ramener le radicand sous la forme d’un carré parfait. Procédant de

maniére analogue pour le deuxieme radicand, l'identité (C.36) devient.

I = \/(a+ccos¢)2+\/(a—0008¢>2
= |a+ ccos@| + |a — ccos @

Reste alors a lever ces valeurs absolues. Pour ce faire, on a besoin des autres hypothéses, qui

sont

a>0 b>0

c>0 ¢c>a

Comme [’expression doit étre indépendante de ¢, il faut étudier le signe de a + ccos¢ et
a — ccos ¢ quelle que soit la valeur de ¢. Or, on sait que, quel que soit ¢, le cosinus est
toujours compris entre —1 et 1 Dés lors, on aura, au vu des hypothéses

-1< cos ¢ <1

—c < €cos ¢ < c; car c est positif

a—c< a-+ccosp <a+c
Or, par hypothese, a — ¢ est positif. Des lors, on aura
la 4+ ccosp| = a+ ccos ¢
On procede de méme pour étudier ['autre terme

-1< cos ¢ <1
—c < ccos @ < c¢; car c est positif
c> —ccos¢ > —c; car on multiplie par un négatif
a+c> a—ccos¢p >a—c
Et, pour la méme raison,
a— ccos¢| =a— ccos ¢

Au final, (C.36) devient

I = a+ccos¢+a—ccoso

= 2a
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ce qui est bien indépendant de ¢.

o
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Exemple 31 Septembre 2010 - Question 3
Soient trois nombres réels a, b et ¢, qui sont des éléments d’une progression arithmétique.
Montrer que, en général, on a

sina +sinb +sinc

= tanb (C.38)

cosa + cosb + cosc
Pour quelles valeurs de la raison la proposition est-elle mise en défaut ?

Etudier la réciproque.

Résolution

On a pour hypothése que
a=b—1r et c=b+r

Injectons directement ces valeurs dans le membre de gauche de (C.38) :

sin(b — r) 4+ sinb + sin(b + r)
lhs =
cos(b — 1) 4 cos b+ cos(b+r)

L’hypothése ayant été utilisée, il reste maintenant a utiliser des formules pour se ramener au
membre de droite. Celui-ci ne comporte plus que ’argument b. On applique donc les formules
de Simpson aux termes comportant r comme argument pour s’en débarrasser

2sinbcosr +sinb

lhs =
§ 2cosbcosr + cosb

sinb2cosr +1

cosb2cosr +1
= tanb

et [dentité est démontrée, a supposer bien sir que
2cosr+1#0
Dans le cas contraire, c’est-a-dire quand
r:i%—l—le,kEZ

la proposition n’est pas définie.
Etudier la réciproque revient a se demander si avoir la relation (C.38) implique automatique-
ment que les nombres a, b et ¢ sont en progression arithmétique. On a donc pour hypothese

que
sina +sinb + sinc

= tanb
cosa + cosb + cosc
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Essayons de résoudre cette équation pour obtenir des liens entre les trois variables. On re-

marque déja que tout mettre au méme dénominateur permet des simplifications :

sina + sinb + sin ¢ sinb

- = 0
cosa + cosb+cosc  cosb
sinacosb + sinccosb — sinbcosa — sin b cos ¢ _ 0
(cosa + cosb + cosc) cos b
sin(a — b) + sin(c — b) 0

(cosa + cosb+ cosc) cosb
sin(a —b) = sin(b—c)

a—b=b—c+2kr ou a—b=mw—b+c+ 2kr
a-+c
2

b:

+kr ou a=c+ (1+42k)7
La deuxiéeme solution est a rejeter. En effet, si
a=c+ (1+2k)r

on a

cosa = —Cosc
sina = —sinc
et l’équation (C.38) se réduit a
tanb = tanb

qui ne permet pas de déduire quoi que ce soit.

Au final, st a # c+ (1 4 2k)w, léquation (C.38) implique que

a-+c

b= + km

Et on n’a pas toujours de progression arithmétique. La réciproque est fausse en régle générale,

et ne sera vrate que si [’on impose la condition supplémentaire

a—+c
2

p-

Si lon veut résumer les résultats de l’exercice, on aura :

d’une part, si a, b et ¢ sont en progression arithmétique, st b est non nul et si la raison est
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différente de i%’r + 2k, k € Z

alors on a
sina +sinb +sinc
cosa + cosb + cosc

d’autre part, si a # ¢+ (1 + 2k)7, si |b— %C‘ < etsi

= tanb

sina + sinb + sin ¢

= tanb
cosa -+ cosb + cosc

alors les nombres a, b et ¢ sont en progression arithmétique.

o
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Exemple 32 Septembre 2005 - Question 3

Soit un systéeme bielle - manivelle représenté a la figure C.1. On demande de :
1. calculer l'angle o en fonction de l'angle 0, les parametres r, | et e étant connus;

2. en déduire les conditions d’existence de l’angle o en fonction des valeurs des paramétres
r,lete;
3. calculer la valeur numérique de l’angle o pour 0 = 30°, r = 1lem, [ = 5em, e = 0.1cm ;

4. en déduire la valeur correspondante de la position x du point C.

FiGURE C.1 — Calcul de la position d’un piston

1. Choix des triangles
On désire exprimer o comme une fonction de 0, r, | et e. Il faut donc choisir des triangles,
de préférence rectangles, permettant de faire apparaitre ces valeurs. Prolonger [’horizontale
qui passe en C' est tentant, mais ne conduit qu’a des triangles quelconques dont seules deux
données sont connues. Il est nettement plus judicieux de tracer la verticale passant par B, ce
qui donne deux triangles rectangles, dont r et | sont les hypoténuses, o et 6 sont des angles.

Ces triangles sont représentés a la figure C.2.

Démarche - Résolution
On veut maintenant passer de a a 0 en n’utilisant que les parametres r, [ et e. Dans le triangle
BCX, on commence donc par utiliser la formule en sinus, pour faire intervenir [’hypoténuse
[ et le coté vertical. Ce coté est choisi car, contrairement a [’autre, il peut s’exprimer en
fonction de e et d’un coté du deuzieme triangle, ABX. Cela donne donc

|BX|
l

sino =

132



ANNEXE C. EXERCICES RESOLUS

FiGURE C.2 — Calcul de la position d’un piston, annoté

On passe d’un triangle a l'autre via
|BX|=|BH|—e

Ce coté, BH, fera intervenir les données restantes | et 6 au moyen d’une formule en sinus,
selon

|BH| = rsinf
On a donc bien trouvé une démarche qui nous permet d’exprimer ’angle o en fonction des

parameétres imposés. Il n’y a plus qu’a remettre tout ensemble.

. |BX|
simo = l
_ |BH| e
N l
v
_ TSlIll e (C.39)

2. Conditions d’existence.
On demande ensuite de rechercher les conditions d’ezistence de l’angle ov. Pour que cet angle

existe, il faut que son sinus soit compris entre —1 et 1, c’est-a-dire que

1< rsin19—e <1

—l < rsinf—e <l

—l+e< rsinf <l+e

—l+e . l+e
< sin 6 <
r r

La condition d’existence ne doit plus faire intervenir que r, | et e. On doit se débarrasser de

0, c’est-a-dire trouver une condition qui soit vérifiée quel que soit ’angle 6 considéré. Si [’on
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prend la premiere inéquation,
—l+e

< sinf
r

Cette inéquation doit étre vraie pour tout 6, donc pour tout sin € [—1,1]. La condition la

plus restrictive aura donc lieu quand le sinus sera minimal, c’est-a-dire pour

—l+e
T

—1

r < l—e

Comme r est une longueur, v est positif, ce qui ajoute la condition supplémentaire | —e > 0.

De maniere analogue, la deuxiéme inéquation sera vraie pour tout 0 si

l
+e 1
r
l+e > 7r
Au total, il faut donc que
r < l—e
r < l+e
e < 1

3. Substitution numérique

On remplace simplement les parametres par leur valeur dans ’équation (C.39), pour obtenir
sina = 0.08
ce qui donne les deux solutions
a=4.59° ou o =175,41°

4. Position de C.

1l suffit d’utiliser les formules dans les deux triangles rectangles

|AH| = rcosd

|IXC| = lcosa

ce qui donne

v = |AH| + |XC|

r=D58bcm ou x=-—4.12cm
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Exemple 33 Septembre 2006 - Question 4

Le ménisque convergent représenté a la figure C.3 est limité a gauche par un arc de cercle de
rayon Ry = 50mm et a droite par un arc de cercle de rayon Ry = 1000mm. Il s’étend vers le
haut et le bas d’une hauteur H = 32.5 mm. Sachant que [’épaisseur minimale du ménisque

(sur laze de symétrie) vaut hg = 2mm, quelle est son épaisseur h sur les bords ?

Y

F1GURE C.3 — Ménisque convergent

Choix des triangles
Les données sont Ry, Ry, H et hg. On recherche donc des triangles, rectangles de préférence,
faisant intervenir ces données. Comme on le voit a la figure C.4, les triangles ABC et DEF
sont rectangles et font intervenir chacun deux de ces données. Deux données étant connues,
ces triangles peuvent étre résolus totalement. Il semble donc judicieux d’exprimer linconnue

h en fonction de longueurs appartenant a ces triangles.

Démarche
On veut exprimer h comme combinaison de longueurs que ’on peut calculer dans les triangles
ABC' et DEF, c’est-a-dire les longueurs |AB| et |DF|. Cependant, il reste une hypothése qui
n’a pas encore été utilisée, la longueur hg. il faut donc la faire intervenir dans l’expression

de h. Observant bien le schéma, on remarque que
h =hy+ hy— hs (C.40)
ol hgy est connu. Il reste donc a calculer hy et hy en se ramenant aux triangles rectangles.
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F1GURE C.4 — Ménisque convergent, annoté

Ces valeurs sont calculées en se souvenant que les bords du ménisque sont des arcs de cercle.

On a donc
hy = Ry —|DF| (C.41)
hy = Ry —|AB] (C.42)

et on sait que les longueurs |DF| et |AB| sont calculées dans les triangles rectangles.

Résolution

1l suffit donc de faire le chemin inverse en calculant toutes les données. Dans le triangle

ABC,
|AB| = \/R3 — H? = 999.47Tmm
IDF| = \/R? — H? = 38.00mm

Les équations (C.41) et (C.42) nous donnent

De méme, dans DEF

Enfin, (C.40) nous donne la réponse souhaitée

ho = hl + ho - hg = 13.47Tmm
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Exemple 34 Juwillet 2008 - Question 3

Dans un demi-cercle de rayon R, on trace trois cordes Cy, Cy, C3 paralléles a la base rectiligne
du demi-cercle. La distance h entre Cy et Cy est égale a la distance entre Cy et Cs.

On mesure C; = 8m, Cy = 16m, C5 = 20m.

Quel est le rayon R du demi-cercle ?

F1GURE C.5 — Demi-cercle de rayon R avec ses trois cordes C7, Cs, C3

Choiz des triangles
On commence donc par faire apparaitre les triangles, voir figure C.6. On pourrait vouloir tra-
vailler dans les triangles quelconques OAI, OBH ou encore OCG, car la longueur d’un coté
est donnée et les deux autres longueurs sont l'inconnue recherchée. Cependant, ces triangles
sont quelconques, ce qui fait que les formules sont plus compliquées et qu’il faut trois, non
deuz, données pour les résoudre. On évitera de travailler dans ces triangles, d’autant plus que
des triangles rectangles sont présents. Par exemple, les triangles OFI, OEH et ODG sont
rectangles, contiennent chacun une demi-corde et leur hypoténuse est l'inconnue. On va donc

utiliser ces triangles-la.

Démarche
Une fois les triangles choisis, il faut déterminer quelles formules utiliser. Ce choix est évi-
demment guidé par les données et inconnues. Dans ce cas-ci, on voudrait lier les demi-cordes

avec le rayon, ce qui peut se faire en faisant intervenir soit le troisieme coté, via Pythagore,
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F1GURE C.6 — Demi-cercle de rayon R avec ses trois cordes C7, Cs, ('3, annoté

soit un des angles du triangle. Cependant, la derniére hypothése porte sur le troisiéme coteé,
vu qu’elle nous dit que |DE| = |EF)|, tandis que rien n'est connu & propos des angles. On

écrit donc la formule de Pythagore dans les trois triangles OF I, OEH et ODG

|OI> = |OF)* + |FIJ?
|OH|? = |OE]+ |EH|?
|0OG|*> = |ODJ?*+|DG/?

On réécrit ces valeurs en fonction des hypotheses

02
R? = |OF|2+Z3 (C.43)
02
R? = (|OF|+h)2+IQ (C.44)
02
R? = (|OF|+2h)2+I1 (C.45)

et on obtient un systéme de trois équations a trois inconnues, R, h et |OF|. La partie trigono-

métrique de [’énoncé est terminée, il reste juste a résoudre ce systeme pour obtenir la solution.

Résolution
Bien que ce systeme soit non-linéaire, on peut quand méme le résoudre facilement. Il suffit

d’éliminer les termes quadratiques pas des combinaisons linéaires appropriées. En effet, les
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termes R? et |OF|* peuvent étre éliminés des équations via les combinaisons

2
(C.43) = RZZ|OF|2+% (C.46)
(C.44) — (C.43) = 0:2|OF|h+h2+C—§—C—§ (C.47)
. . 1 1 .
C.45) — (C.43 0 =4|OF|h + 4h? 212—23 C.48
(C45) —(C43) = 0=4|0OF|h+ t1 (C.48)

Eliminer le double produit entre les équations (C.47) et (C.48) permet d’obtenir une équation

ne contenant plus que l’inconnue h?

2
(C.46) = R?=|0OF)*+ % (C.49)
2 2
(C4A7) = 0=2|OF|h+h*+ % - % (C.50)
2 2 2
(C.48) —2(C.47) = 0=2h"+ % - 2% - % (C.51)

L’équation (C.51) nous donne

_[a g g
h\/_§+I_§ orm

Roc:oc2o15

778 T8 %"

Enfin, léquation (C.49) nous donne R

02
R=/|OF2 + Z?’ =V/137.5m
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Exemple 35 Juillet 2000 - Question 3

On donne l'aire du triangle ABC dont les longueurs des cotés sont connues. Par le sommet
A, a lintérieur du triangle, on méne deux segments de droites [A, B'] et [A, C'] formant avec
[A, B] et [A, C] des angles de 20 degrés, tels que B’ et C' appartiennent au coté [B,C| (voir
figure C.7).

Calculer la surface de AB'C".

210 m

FiGURE C.7 — Juillet 2000 - Question 3

Choix des triangles

Pas le choix ici, il faudra passer par les triangles quelconques représentés a la figure C.7.

Démarche
On désire calculer la surface du triangle AB'C’. On devra donc utiliser la formule Aire =
%bc sina Cette formule peut évidemment étre utilisée avec n’importe quel angle. Ici, on es-
saiera de se servir de l’angle B'AC". On doit donc évaluer cet angle, ainsi que les cotés |AB'|
et |AC'|, avant d’utiliser
Alire = %|AB’HAC’| sin B'AC" (C.52)
— B'AC'. Pour évaluer cet angle, il suffit de connaitre l’angle B/A\C’, qui peut-étre lui-
méme évalué dans le triangle ABC au moyen de Pythagore généralisé.

— |AB'|. Cette longueur intervient dans le triangle BAB', dans lequel on connait déja une

longueur et un angle. Un deuziéme angle, [’angle A?C’, peut étre calculé via Pythagore
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généralisé dans le triangle ABC'. La formule en sinus s’applique alors pour calculer la
longueur recherchée.
— |AC|. Cette longueur est calculée de maniére analogue a la longueur |AC’|. On évalue

d’abord BO'A via Pythagore, puis |AC'| via la formule en sinus dans le triangle ACC".

Résolution

On calcule les valeurs nécessaires selon la méthode décrite précédemment.

Triangle ABC' : BAC = arccosABEHACE-IBCE 75,2616°

2[AB||AC]
Angles en A:  BAC" = BAC —20° —20° = 35,2616° (C.53)
Triangle ABC' - ABC = arccos‘ABFJA%ﬁgaAc‘Q = 63, 8989°
Triangle ABC:  BB'A=180° — 20° — ABC = 96,1011°
Triangle ABB'" : |AB'| = |AB|% = 128,25m (C.54)
Triangle ABC': ACB = a’rccos‘AC'zﬂ%ﬁggl“‘B‘Q = 40, 8395°
Triangle ABC:  CC'A =180° — 20° — ACB = 119, 1605°
Triangle ACC" : [AC| = |AC| snATB = 146,03m (C.55)

Pour finir, (C.53), (C.54) et (C.55) sont placées dans la formule (C.52), pour donner

1 —_—
Aire = S| AB'|| AC'|sin B'AC" = 5405, T0m”
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Exemple 36 Juillet 1999 - Question 3

Connatssantlesdistancessuivantes Bruzelles - Lisbonne = 1713km
Athénes - Bruzelles = 2089km

Berlin - Lisbonne = 2310km

Athenes - Berlin = 1801km
Bruzelles - Rome = 1182km
Lisbonne - Rome = 1873km
Atheénes - Rome = 1040km

Calculer la distance Berlin - Bruxelles.

Suggestion : utiliser uniquement les formules de calcul d’angles ou de cotés dans des tri-

angles, apres avoir représenté graphiquement la situation géographique des villes.

Choix des triangles
Suivant la suggestion, on arrive a la figure C.8. Par facilité, les distances connues on été
renommeées a, b, ..., la distance recherchée x. Comme les triangles sont tous quelconques, il
faudra bien passer par les formules complétes. En cas de besoin, on pourra toujours rajouter

les distances |B'R| et |AL| pour faire intervenir d’autres triangles.

Démarche
On désire calculer la distance x. Comme seules des distances sont connues, on est tenté
d’utiliser Pythagore généralisé. On choisit donc un triangle faisant intervenir x, et on essaie
de se ramener o des données connues en passant d’un triangle a ’autre. On commence par
exemple dans le triangle BB'L. Pour calculer x, on a besoin de a, ¢ et de l’'angle BLB'. a et ¢
étant connus, on doit alors évaluer l’angle BLB', par exemple en soustrayant les angles BLA
et B'LA, qu’il faut alors calculer. On continue jusqu’a parvenir a tout évaluer. La démarche

totale sera
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F1GURE C.8 — Représentation graphique de la situation géographique

Triangle BB'L :

Angles en L :
Triangle BLA :
Triangle B'LA :
Triangle ALR :

Angles en R :
Triangle ARB

Triangle BRL :

22 = a2 + ¢ — 2accos BLB'
BLB' = BLA— B'LA
cos BLA = THALEZY
cos B'LA = £HALE-¢

|AL|? = f2 + ¢g*> — 2fgcosA/f?L

ARL' =360 — ARB — BRL

CoS A?B =

Cos B/R\L =

2a|AL|

2d[AL]

24 g2_p2

2ag

24 f2—a?

2ef

a,b connus , BLB' inconnu
B/Eﬁl, B'LA inconnus

a,b connus, |AL| inconnu
¢,d connus, |AL| inconnu
f,g connus, ARL inconnu
ARB , BRL inconnus

Tout est connu

Tout est connu

En résumé, on part de ['inconnue, et on regarde les données qui manquent pour calculer cette

inconnue. On procéde de méme pour ces données, jusqu’a arriver a une étape ou tout est

connu.

Résolution

Il suffit maintenant de refaire la procédure en sens inverse en calculant les valeurs étapes par
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étape.
Triangle BRL : BRL = arccos “H =" = 63,5691°
Triangle ARB : ARB = arccos % = 140, 0664°
Angles en R:  ARL =360 — BRL — ARB = 156.3645°

Triangle ALR : |AL| = \/f2 + g2 —2fgcos ARL = 2856.36km

Triangle B'LA : B'LA = arccos % = 39.0292°
Triangle BLA:  BLA = arccos “H2H-0 = 46.5560°
Angles en L BLB = BLA— B'LA = 7.5268°
Triangle BB'A: x = Va2 + 2 —2accos BLB' = 651.61km

La difficulté de cet exercice n’est pas dans les formules, vu qu’on utilise toujours la méme. Elle
est dans la démarche, qui est assez longue. Il faut donc procéder méthodiquement, et éviter
de tourner en rond. Si cela arrive, il faut changer de démarche, c’est-a-dire tester d’autres
triangles. Par exemple, [’angle BLB' peut ausst étre calculé a partir des angles BLR et B'LR.
Pour calculer BTER, on a besoin de la distance |BB'|, qui est calculée dans le triangle AB'R
a partir de 'angle B'AR. Pour évaluer cet angle-ci, on a besoin de x, dans le triangle B'RA.
On a donc tourné en rond, ce qui veut dire qu’il faut essayer autrement.

O
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Exemple 37 Juwillet 2006 - Question 2

Dans le triangle ABC' (voir figure C.9), la hauteur AD est coupée en son milieu H par la
hauteur CE. Montrer tout d’abord que

tan BtanC' = 2
Sachant ensuite que dans tout triangle, on a la relation générale
tan A 4+ tan B + tan C' = tan A tan B tan C (C.56)

Quelles sont les valeurs de ’angle A pour lesquelles la relation

tan BtanC = 2

soit possible ¢

FiGURE C.9 — Triangle ABC dont la hauteur AD est coupée en son milieu H par la hauteur
CE

Premiere partie

On commence par traduire ’énoncé en terme de these et hypothéses.

Hypotheses

ABC un triangle
AD 1 BC

CE 1L AB
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|AH| = |HD| (C.57)

These

tan Btan C' = 2 (C.58)

Démonstration
St la thése est vérifiée, il existe donc un lien entre les angles B et C'. On va partir de l'un et
essayer de se ramener a ['autre, au moyen des formules dans les triangles et des hypothéses.
On part de C' pour se ramener a B, car la tangente de C' ne peut s’exprimer que dans le
triangle ADC, tandis que B pourrait s’exprimer dans les triangles ADB et BEC. On a donc

[AD

tanC: |_D—C|

(C.59)

Observant la thése, on remarque qu’un facteur 2 doit apparaitre. La seule hypothése permet-

tant cela est U'équation (C.57), qui peut s’écrire
|AD| = 2|AH| = 2|HD|

L’équation (C.59) devient

[AH| _|HD|

tanC = 2 =
T Del T Tpe

Il faut maintenant choisir si l'on prend [expression avec |AH| ou avec |HD|. On choi-
sira en se souvenant que [’on doit se ramener a tan B. Pour se ramener a une tangente, il
faut évidemment que le numérateur et le dénominateur soient cotés d’un méme triangle. On

conservera donc ’équation avec |HD)|

HD —
tanC = 2’|D—C]| =2tan EFCB

La thése ne sera donc vraie que si

tan ECB =

tan B

C’est bien le cas, si l’on remarque que les triangles ABC' et CBE sont semblables. En effet,

les angles ADB et CEB sont tous les deuz droits, et l’angle ABC' est commun auz deuz
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triangles. Dés lors, les angles DAB et ECB sont aussi égauzr. On aura donc.

tanC = 2tan E/C’\B
= 2tan D/ATB
= 2cot A/B\C

= 2cot B

Deuziéme partie
On va supposer que tan B tan C' = 2, puis utiliser [’équation (C.56) pour rechercher les valeurs

de A qui sont possibles. Cela donnera

tan A +tan B +tanC = tanAtan BtanC

2
tan A 4+ tan B + = 2tan A
tan B

tan? B—tanAtanB+2 = 0

ce qui n’est possible que si

p=tan’A -8 > 0

tan?A4 > 8
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Exemple 38 Septembre 2006 - Question 2
Soit ABC un triangle et soit D une droite qui coupe le coté AB en un point F', le coté AC
en un point E et le prolongement du coté BC' en un point D (voir figure C.10). On donne

les rapports

FA| 1 |EA| 2

FB| 3 |EC| 3

|DC| 2

Que vaut le rapport 8| -

B C D

F1GURE C.10 — Septembre 2006 - Question 4

Résolution
Les triangles sont tous quelconques. On a donc a notre disposition les formules de Pythagore
généralisé et la relation des sinus. Comme ce que l’on recherche est un rapport, on utilisera
plutét la formule des sinus.
On va donc partir du rapport que ’'on recherche et se ramener, via les relations en sinus, aux
rapports connus.
On commence par modifier |DC|. Cette longueur n’apparait que dans le triangle DCE. La
relation des sinus peut donc s’y écrire.

sin CED sin CED
ipC| = |pE| | U2 —jop) [ 2D
sin EFC'D sinCDFE
1l faut maintenant choisir quelle écriture on va prendre. Comme toujours en cas de doute, on
regarde les hypothéses, et on remarque que la longueur |C'E| est présente dans un des rapports

connus, tandis que |DE| ne Uest pas. On choisit donc d’écrire

IDC| = |CE| (M)

sin C'/D\E
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On procede de méme concernant la longueur |DB)|, dans le triangle ABD. On exprimera

donc en fonction de |F B| via

in BFD
|DBp=uUﬂ<§5———)

sin B/D\F

Le rapport que l’on désire calculer devient alors

|IDC|  |CE| sin CED sin BDF
|DB|  |FB| \ sin CDE sin BED

Les angles BDF et CDE sont évidemment les mémes, ce qui donne pour rapport

IDC|  |CE| (sinCED
IDB|  |FB| \ sin BFD

Les longueurs interviennent dans les hypothéses. On n’y touche donc plus. Il faut a présent
exprimer les sinus que l’on a en fonction des données des rapports que ’on n’a pas encore.
De plus, il faut changer de triangles, car ainsi on utilisera des relations linéairement indé-

pendantes. On peut par exemple remarquer que

CED = AEF = sinCED = sin AEF

BFD=7n—AFE = sinBFD =sinAFE

Le rapport devient donc

IDC|  |EC| (sin AEF
|DB| |[FB| \ sin AFE

Or dans le triangle AEF, on a

sin AEF _|FA
sin AFE  |EA|

qui sont justement les deux autres longueurs fournies par hypothése. Finalement, cela donne

IDC| |EC||[FA| 1

|\DB|  |EA||FB| 2
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Exemple 39 Juillet 2007 - Question 4

Soit le trapeéze isocele ABCD représenté a la figure C.11. La grande base a une longueurt, la
hauteur vaut h, l’angle entre ses cotés obliques et la verticale est noté « et la petite base a une
longueur notée b. On déplace le sommet C' vers la droite d’une distance x, de telle sorte que
le coté BC' est incliné d’un angle 0 par rapport a BC. On considére alors le trapéze ABC'D'
tel que C'D" = CD =b. Le coté AD' est alors incliné d’un angle ¢ par rapport a AD.

(t-b)/2 b

h 7

FI1GURE C.11 — Juillet 2007 - Question 4

Montrer qu’il existe un angle o tel que

cotp —cotf =2

quel que soit le déplacement x = CC".

Résolution
On doit montrer qu’on peut trouver un angle o qui soit tel que cot ¢ —cot O = 2. Si c’est bien
le cas, on doit pouvoir partir du membre de gauche et arriver a une certaine expression en
«, qui se réduira a 2 par un choix judicieut.
Comme toujours, on commence par reqarder les triangles disponibles. Comme on nous donne
une expression contenant les angles 0 et ¢, on est tenté de travailler dans les triangles quel-
conques contenant ces angles. Cependant, de tels calculs semblent lourds, surtout qu’il n’est

pas évident de faire intervenir ’angle «.
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(t-b)/2 b
- = =
% 1 W00 S €. — (%
A
¢ W
g (o
h

v A t % B

F1GURE C.12 — Juillet 2007 - Question 4, annoté

St l'on se souvient qu’il faut toujours privilégier des triangles rectangles aux triangles
quelconques, on peut alors considérer les triangles AXD, AXD', BCY ou encore BC'Y,

représentés a la figure C.12. Pour se ramener a ces triangles, il faut utiliser [’artifice

cot ¢ — cot @ = cot((¢ + a) — a) — cot(a — (v — 0))

On wutilise alors les formules d’addition pour faire intervenir les angles ¢ + a, o — 6 et a,

angles qui interviennent dans des triangles rectangles.

1 +tan(¢ + a)tana 1+ tanatan(a — 6)
tan(¢ + o) — tan tan o — tan(a — 6)

cot ¢ — cot § = (C.60)

On peut exprimer ces tangentes en fonctions de t, b, x et h, en travaillant dans les triangles

rectangles mentionnées précédemment.

t—0

Triangle AX D tan o =5 (C.61)
t—b+2

Triangle AXD' tan(a+ ¢) = #
t—b—2

Triangle BC'Y  tan(a —60) = Tx
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On insére ces valeurs dans (C.60), qui se simplifie alors grandement

14+ t—b+2zx t—b 1+ t—b—2xt—-b

cot¢p —cotf = t_b_Hfh_éL ﬂ_z&
2h 2h 2h 2h
: :
| n((atmbemn) () o)
T 2h 2h 2h 2h
_ hdxrt—b
B EﬁbQ—h
t_
= QW
= 2tana

en se souvenant de (C.61).

Prenant alors o = 7, on obtient bien que

cot ¢ —cotl =2

s

On a bien montré quil existait un angle o, en loccurrence 3, qui vérifiait l'identité. La
difficulté de cet exercice n’est pas dans les calculs ou ['utilisation des formules, mais bien
dans le choizx des triangles. Cet exemple montre bien qu’il est préférable d’utiliser autant que
possible les triangles rectangles.

<
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