UNIVERSITE DE MONS
FACULTE POLYTECHNIQUE

Examen d’admission - Algébre et Analyse

Groupe B - Mercredi 2 juillet 2014
solutions

Question 1 (ALG14-18)

Pour réaliser deux taches de calcul, on dispose de deux ordinateurs
différents, dont on supposera les vitesses constantes mais pas né-
cessairement identiques : vy et vy sont exprimées en pétaFLOP par
seconde, ot le FLOP — FLoating-point OPeration — est 'unité de
mesure de la quantité de travail informatique et péta est un préfixe
multiplicatif (1 pétaFLOP /s = 10 opérations par seconde).
Lorsque le premier ordinateur réalise la premiére tache et que le
second ordinateur réalise la seconde, ils utilisent chacun le méme
temps. Par contre, pour réaliser 'autre tache, ils mettent respecti-
vement 9 secondes et 4 secondes pour arriver au bout.

Déterminez la taille des deux taches (en pétaFLOP) en sachant que
la quantité totale de travail est de 60 pétaFLOP. Déterminez aussi
la vitesse de chacun des deux ordinateurs.

Question 2 (ANA14-03)

Rechercher I'ensemble des fonctions f(z), définies et dérivables sur
10; +00], vérifiant les deux conditions suivantes :

1. pour tout nombre réel x strictement positif,
vf'(x) — f(z) = a%*,

2. pour tout nombre réel x strictement positif,

si g(z) est une fonction définie sur le méme intervalle.
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Solutions

Question 1 (ALG14-18)

En notant z; la taille de la premiére tache et x5 la taille de la seconde, on a que

ZL’1+£L’2:6O
T T2,
U1 V2
T
o —9
V2
€2
k|
U1

En extrayant xo = 60 — 27 de la premiére équation, en exprimant les vitesses
A partir des 2 derniéres expressions, et en injectant le tout dans la deuxiéme
équation, on obtient, aprés mise au méme dénominateur,
423 —9.(60 —z1)*> =0
5.02 —2.9.60.21 + 9.60> = 0

Le réalisant de cette équation vaut

p = (2.9.60)* — 4.5.9.60°
=2%2.60%.9.(9 - 5)
= 2%2.607.3%.22
= (12.60)2

et les racines

2.9.60 + 2.6.60
2.5
= (3+£2).36

Ti4 =

La résolution de cette équation donne deux valeurs pour z1, soit 180 (qui n’est
pas compatible avec la quantité totale) soit 36. En prenant z; = 36 pétaFLOP,
on a que x5 = 24 pétaFLOP. On en déduit que v; = 6pétaFLOP/s et vy =
4pétaFLOP/s.
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Question 2 (ANA14-03)

La fonction g est dérivable sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions déri-
vables sur ]0, +oco[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, +-00].
De plus, pour z > 0,

z-f'(x) =1 f(z x2e?®
g/(x): f()le f(): xg 2621. (1)

Par ailleurs, il existe un réel c tel que, pour tout réel z > 0,

1 xT
o(r) = 5o +e. )
On a donc

fl@)=g(x)x = %xeh +cr . (3)

La premiére condition reste bien vérifiée puisque :

1 1
of'(z) — f(x) =2 <2e2:” + ze®® + c) - <2xe2m + cm) (4)
1 1
= ixezg’ + 2%e®® 4 cx — §x62w +cx (5)
=%, (6)

Les fonctions f vérifiant les deux conditions imposées sont les fonctions définies
sur ]0, +oo] par

1
flx) = ixezw +cx

ol ¢ est un réel.
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UNIVERSITE DE MONS
FACULTE POLYTECHNIQUE
Examen d’admission - Algébre et Analyse

Groupe A - Mercredi 2 juillet 2014
Solutions

Question 1 (ALG14-10)
Résoudre I'inégalité suivante :
10g () Bz — 1) +logy,) vV3z — 1 < In (ma + 1)

avec m un paramétre réel, et

Discutez en fonction de m.

Question 2 (ANA14-17)

Déterminer la fonction f(x) : R — R telle que
— f'(x) est un polynéme de degré 3

— f'(x) est une fonction impaire

— f'(x) admet une racine en x = 2

- f(V2) = ~Tet f(4) =133
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Solutions

Question 1 (ALG14-10)

Les conditions d’existence s’écrivent :
F@) e BRI\ {1} > 2 £0

glx) RGN\ {1} = —2

4x_27é0:>x7é0

1

1
3t—1>0=>2> -
3
-1
mr+1>0=>z>—
m

Nous avons successivement :

1
_ _ 1)z
In(Bz—1) In(3z—1) <In(ma+ 1)

In e* In e 4mz—2

1 dx — 2
—In(3z—1)+ * In(3z—1)
T

[SIE

<lIn(mz+1)

= <lIn(mz+1)

In (3,23 — 1)% +1n (333 - 1)%417—2
1 1 4z
2

In|(83z—1)= 3z —1) E <lIn(mz+1)

dx—2

(
111(3:071)(%”% @ )gln(mx+1)

In (32 —1)* < In (ma + 1)
(Bz—1)><mz+1

922 +1—6x <mx+1
92° — (m+6)x <0
(9 —(m+6)) <0

Les racines de @ (92 — (m + 6)) sont # = 0 et x = ¢, Dés lors, les solutions
de z (92 — (m + 6)) < 0 sont données par :

>0c.ad. sim>—6

[ m—i-G] .m+6
0, si

9 9
e |0 ol & ™m0 gcad sim<—6
9 9
r=0sim=—6

En tenant compte de la quatriéme condition d’existence :

1 m+6| . m+6 _ 1 dsim>—3
x =, si —cad.sim>—

379 9 3
En appliquant m > —3, la derniére condition d’existence, on trouve z > %
et elle est donc respectée. Si m < —3, l'inégalité ne posséde pas de solution.
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Finalement, en prenant aussi en compte la troisiéme condition, on trouve :

xe-ll-u}lm—m} 'm+6>1c.z‘au.d.sim>_—3
13272779 9 2 2
T € 1m+6] sim+6<lc.a.d. sim<_—3

1379 9 2 2
T € 11 Sim+6:1C.a.d.Sim>;

13°2] 9 2 2

En conclusion :

Sim < =3, il n’y a pas de solution.
Sim>—%:
11 1 m+6
- — U —
re ol v]p

Si-3<m<—3:

6]1 erG]
rcl=
9
Sim:—%:
R
TS 1302
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Question 2 (ANA14-17)

On peut écrire f'(z) sous la forme d’un produit de facteurs, en sachant que
I'imparité de f’ implique que 0 soit racine, et qu’il y ait symétrie pour les autres
racinesz =2et x = —2:

f(z) =az.(z—2).(z+2) = ax.(2? — 4) = a.(z® — 42)

ol a € R. Et donc

4 4 2
flz)=a (Z;) +c:%.z472a.x2+c
On a ensuite
f(\@):%.4f2a.2+c —c—3a=-T7
F4) = %.256—2a.16+c =c+32 =133

On en déduit que 35a = 140 et donc a = 4 et puis, ¢ = 5.
Finalement,
flz)=a*—82% +5

120

a0

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Représentation de f(z) et de sa dérivée premiére.
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UMONS Faculté Polytechnique
Examen d’admission

Algébre - Analyse —  Groupe B2
Mardi 3 septembre 2013

Question 1 (ALG13-3)

Dans I’ensemble des nombres complexes C, montrer que
(1+4)°% = —8i (1)
Tenant compte de la relation (1), déterminer une solution de 1'équation
2= —8i (2)

Démontrer que cette équation posséde une autre solution ; écrire cette solution sous forme
algébrique.

Déduire également de la relation (1) une solution de 1'équation

2° = —8i (3)

Question 2 (ANA13-8)

In(z)
z? -

Soit la courbe C du plan, définie par la fonction y = f(z) = 22 —

Considérons le domaine D situé entre la courbe C, son asymptote oblique et les droites
x =1 et x =n (n entier positif non nul).

On demande :
— de calculer I'aire du domaine D ;
— d’évaluer la valeur limite de 'aire quand n tend vers l'infini.



UMONS Faculté Polytechnique
Examen d’admission

Algébre - Analyse —  Groupe A2
Vendredi 6 juillet 2013

Question 1 (ALG13-17)

Pour dessiner une route agréable a la conduite, on souhaite utiliser 2 paraboles, en veillant
a ce qu’elles se raccordent proprement!. Donner les expressions de ces 2 paraboles, en
sachant que la premiére parabole posséde deux zéros distincts : I'un en z = 1 et 'autre
en r = 3; que la seconde parabole posséde un sommet en x = =3,y = 9; et que les deux
paraboles se coupent sur 'axe vertical et, en cet endroit, possédent la méme pente.

Question 2 ANA13-17

Je désire construire un abri de jardin dont la surface au sol soit un trapéze isocéle ABCD.
Comme je dispose de planches de bois de 4m de longueur, je décide que le trapéze aura
trois cotés de 4m; la grande base AD du trapéze sera plus grande. Je voudrais que mon
abri de jardin ait une surface au sol la plus grande possible. Pouvez-vous m’aider ?

Demandes :

1. représenter graphiquement le trapéze ABCD en tenant compte des dimensions fixées ;

2. déterminer 'angle a = BAD formé par la grande base et un des cotés du trapeze
de fagon que la surface au sol de I'abri soit maximale.

1. Dans la pratique autoroutiére, on utilise plutét des troncons du 3e degré, en imposant la continuité
jusqu’a l'ordre 2.



UMONS Faculté Polytechnique
Examen d’admission

Session de Juillet 2013
Algeébre - Analyse



Algebre - Analyse Groupe A  Mardi 2 juillet 2013

Question ALG13-1

Résoudre dans R l'inéquation suivante :

Va2 +6x+8< Va2 +6x+11—1

Solution question ALG13-1

Conditions d’existence

22+ 6x+8>0

Le discriminant vaut 4 et les racines sont —4 et —2. La condition d’existence s’écrit

v d] —4,-2|.

Si x ¢] — 4, -2, la fonction 2? + 6x + 11 est positive (fonction précédente +3). Dés lors,
la condition d’existence globale s’écrit :

x ¢ —4,-2]

Résolution

Va2 + 6r+ 841 < Va2 + 6z + 11

2? + 61 +84 14 2Va? + 61 +8 < 2 + 6z + 11
2Vx2 + 62 + 8 < 2
V2 + 6r+8 < 1

2?2 +6x+8<1
224+ 6x4+7<0

Le discriminant vaut 8 et les racines sont —3 — v/2 et —3 4+ /2. La solution s’écrit donc :
r€]—3—v2, -3+ V2
En tenant compte des conditions d’existence :

z €] —3—V2,—4U[-2, -3+ V2



Question ANA13-10

Considérons une fonction parabolique dont le coefficient multipliant 2% est une fonction
linéaire du temps t. La parabole est donnée par la fonction p(x) = tx?. Considérons
également une droite d(x) passant par le centre du repére et dont 'angle « (voir la figure
ci-dessous) est aussi une fonction linéaire du temps : a = ¢. Soit Sy, la surface délimitée
par p(z) et d(z). On demande de déterminer I’évolution au cours du temps du rapport

entre S et la surface du triangle ABC (voir figure).

P(x)

c d(x)

Solution question ANA13-10

Les fonctions s’écrivent :

= ta?
d(z) = tan(t)z
Soit (z;,y;) les coordonnées du point d’intersection C. En écrivant que p(z;) = d(z;) et
en ne considérant pas la solution x; = 0, on obtient :

t
v, — an(t)
t

Dés lors :
tan?(t)

t

yi = d(z;) =
La surface du trangle ABC s’écrit alors :

ry; 1tan3(t)
Sapclt) = 5= =575




La surface S;(t) est donnée par :

Si(t) = / " (@) - p(a)] d

L2175 L3775
= tan(t) [? —t ) )
tan ( ) (tan(t))3
t
1 ta (t)
Le rapport SS;(Ctzt) s’écrit finalement :

Si(t) 1/6 1

Sapc(t)  1/2 3

Il s’agit donc d'une constante.



Algebre - Analyse Groupe B Mercredi 3 juillet 2013

Question ALG13.6

La droite d; d’équation x — 2y + 10 = 0 rencontre le cercle d’équation z2 + y? = 100 au
point B dans le premier quadrant. Une droite passant par B, perpendiculaire & la droite
dy coupe 'axe des y au point P de coordonnées (0, ). Déterminer la valeur de ¢.

Solution Question ALG13.6
r—2y+10=0
2? +y* = 100

On arrive a une solution pour le point B en tirant x de la premiére équation et en
substituant dans la seconde :

(2y — 10)* + 4> = 100
Apreés développement, on obtient :
5y% — 40y = 100
y(by —40) =0
On a
— soit y = 0 et x = —10 qui n’est pas dans le premier quadrant

— soit y = 8 et x = 6, qui correspond au point B.
On obtient ainsi que B a pour coordonnées (6, 8).

La deuxieme droite dy passe par B, et est perpendiculaire a la droite d;, et coupe 'axe
des y au point P(0,1).

Equation de d; :

y=1/2z+5
Equation de dj :
y=ax+b
dy est perpendiculaire & dy donc :
al/2=-1
Et donc :
a=—2
Alors, I’équation de dj est :
y=-—-2xr+b

B appartient a dy, d'ot1 : 8 = —12 4+ b et b = 20 La droite dy qui passe par B et est
perpendiculaire & d; coupe 'axe des y au point (0, 20).



Question 2 ANA13.15

La piece métallique a fabriquer est le volume engendré par la rotation autour de 'axe Oy
de I'aire comprise entre les courbes y = 2% et y = (z + 1/4)? pour x > 0 et y < 4.

e Représentez graphiquement 1’aire en question.

e (Calculez le volume de métal nécessaire pour fabriquer la piéce.

Solution Question ANA13.15

1. L’aire est comprise entre les deux courbes représentées ci-dessous :

4

>2f

0 0.5 1 15 2
2. Le volume de métal est donné par :

vV o= W/O4R2(y)dy—7T/14 r?(y)dy

/16

o R(y)=" y=a>—>zr=/y
o r(y) =" y=(zx+1/42 —s2=,y—1/4

7r/04 R2(y)dy = w/04(\/§)2dy _ {y;r _

0

r / P(y)dy = 7 /1/16<@—1/4>2dy ~x /1/16<y—1/2¢@+1/16>dy

2
_ {y— —1/33% + 1/16;;] = 55827
2 1/16

=V =241737



Algebre - Analyse Groupe C Vendredi 5 juillet 2013

Question ALG13-10

Soient z; et zo deux nombres complexes alignés avec le point de coordonnées (0,0) dans
le plan complexe. Soit un troisiéme nombre complexe m situé sur la bissectrice des axes
réel et imaginaire dans le premier quadrant. Ces trois nombres sont tels que :

21—|—3—i:m

mzs — 51 = 3

On demande de calculer la partie réelle de m.

Solution question AL13-10

Posons m = a + ib. Puisque m appartient a la bissectrice des axes réel et imaginaire du
premier quadrant :
b=aetm=a+1ia
Dés lors :
zn+3—i=m=a+ia=z = (a—3)+ila+1)
: 3+5i  (3+5i)(a—ia) 1 :
5 =3 = 2 = = =—1(3 5 5a — 3
mzy — 9t 2= T 507 52 [(3a + 5a) + (5a — 3a)i]

Puisque z; et z; sont alignés avec (0,0) dans le plan complexe :

a+1_5a—3a_1

a—3 3a+ba 4

1
a+1:Z(a—3)

3 7
- = ——

4 4

et finalement, la partie réelle de m vaut :



Question AN13-11

Calculer la primitive suivante :

[_/ zdzx
- 1+cosx

Solution question AN13-11

Conseil : poser y = 7.

En posant y = 3, I'intégrale a calculer devient :
4
I = / .
1+ cos2y
4y
= d
/ 2cos?y 4

:2/ y2 dy
cos?y

, on trouve :

En intégrant par parties (u =y et v’ = —Coslzy)

I1=2 (ytany—/tanydy)

/tanydy:/smydy:/—m:—ln(|cosy|)

cosy cosy

Puisque :

I'intégrale devient :
I =2(ytany + In (| cosyl))

Finalement :
x

I:xtang —1—2111(‘0085‘) + Cte



Question subsidiaire ALG13-16
Rappelons la formule du binéme de Newton :

—1
a+b":an+na"_lb+7n(n )a"_zb2+...
2

L+ ( ?)a”‘ibi+...+b"

( TZ ) est une notation pour (n%;),l,
1. Calculez le terme qui ne dépend pas de x dans le développement de (m —

2. Calculez le terme qui ne dépend pas de x dans le développement de ( 1+ xi)

Solution question subsidiaire ALG13-16

1. Le terme général du développement s’écrit

(7))

Ce terme ne dépend pas de z si 28 — i = 3i, c’est-a-~dire si ¢ = 7. Il vaut :
28 7 28! 28 X 27 x 26 X 25 x 24 x 23 x 22
(—1) ' ==1X — =—
7 21!7! Tx6xbx4x3x2x1
= —90 x 26 x 23 x 22 = —1.18404 10°

2. Le terme général du développement de (1 + %)7 s’écrit :

()

Le terme général du développement de (2 — )™ s’écrit

( 1]9 ) 210-3(_ g

En effectuant le produit, on obtient des termes indépendants de x si et seulement si
j =5i avec 1 = 0...7 et j = 0...10. Les différentes possibilités sont les suivantes :

i:O,j:O:><g)(100)210_0(—1)0:210

o TN (10 Y oroms, 1vs . 10X 9X8XTX6
Z_1’]_5:$<1)<5)2 D = =T e xax1 2

= —49 x 36 x 32

i:2,j:10:><;)(18)210_10(—1)10:7;6:21




Finalement, le terme indépendant de x s’écrit :

210 — (49 x 36 x 32) + 21 = —55403

10



Algebre - Analyse Groupe D Mercredi 3 juillet 2013
Question ALG13.20

Résoudre
2z + In2? = In? zV3

Solution Question ALG13.20

2z +1Ina’ = In2 V5
& 2’z 4+ In2? = (V5inx)?
& 2%z -5z +nz?=0

Posons Y =Inxz

= 2Y3 —5Y24+2Y =0
& Y(R2Y?—5Y +2)=0

A=25-44=9

+
1/1,2:54—3:1/2 et 2

= YY -2)(Y-1/2)=0
Les solutions sont donc :

e nz=0—2=1

e nz=2—>31=¢

o Inz=1/2— x=¢?

= x= {1;62;61/2}

11



Question ANA13.5

Calculez les intégrales suivantes :

)
I:/1+2x 3z Qo

T — 3

Ty T
z(1 —In"z)

Solution Question ANA13.5

Pour calculer I, nous remarquons que :

1+20 -3 (1-2)@Bz+1) @Bo+l) 1 2
-1 z(l-2)(l+2) z(l+2) =z o+1
d’ou :
1+ 2x —
I:/ *x‘f;’x dr = n(je|(z + 1?) + A,
Pour J, on procéde au changement de variable : © = 1In x
J—/lnixdx—/idu
) z(1—-1n%x) ) (1—?)
En posant v = 1 — 2, on a dv = —2udu, d’oit
/Ldu S PO
(1 —u?) 2/ w VT —u?|
1
-~ Wm—— B, Be®R

/|1 —1n® z

12
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Algebre - Analyse Groupe E  Jeudi 4 juillet 2013

Question ALG13.08

Une bibliothécaire souhaite acheter des livres de deux types : = livres de physique a 10
euros et y livres d’algébre a 5 euros.

Elle souhaite :

— acheter au moins six livres d’algébre ;

— acheter au moins deux fois plus de livres de physique que de livres d’algebre ;

— ne pas dépenser plus de 200 euros.

On demande de résoudre graphiquement le probléme, c’est-a-dire de représenter I’ensemble
des solutions (z,y) possibles.
Répondez en particulier aux questions suivantes :

1. si on décide d’acheter 21 livres, quelles sont les différentes possibilités d’achat ?
2. si on décide d’acheter 25 livres, quelles sont les différentes possibilités d’achat ?

3. quel est le nombre maximum de livres pouvant étre achetés?

Solution ALG13.08

Posons :
e 1, le nombre de livres de physique;
e y, le nombre de livres d’algebre.

Les contraintes peuvent alors s’exprimer par :

e Cl:y>6

e C2:2>2y

e C3:10x+ 5y <200 — 2x+y <40

Les différentes solutions possibles (x et y entiers!) sont pointées sur la figure 1 (cf. les
symboles ‘0’).

En particulier :

1. Cas ou on décide d’acheter 21 livres.

Cette situation conduit a la contrainte z +y = 21 — Le tracé de cette contrainte
sur le graphique donne les solutions suivantes :

r=14ety="7
ouxr=15ety=26

2. Cas ou on veut acheter 25 livres.

Cette situation conduit a la contrainte z +y = 25 — Le tracé de cette contrainte
sur le graphique montre qu’il n’est pas possible de respecter cette contrainte sup-
plémentaire.

13



28

26}
24
22
20"
18
16

> 14
12

10

o N O~ O

FIGURE 1 — Solutions admissibles

3. Le nombre maximum de livres qui peuvent étre achetés est de 24 (16 livres de
physique et 8 livres d’algébre)

14



Question ANA13.21

Considérons

— le rectangle défini par les points O(0,0), A(0,1), B(1,3) et C(0,5);

— le point «(2,1);

— la fonction g(z) = az? + bx + ¢ passant par les points O et « et présentant une pente
égale a 2 au point .

Déterminez les coordonnées du point B de sorte que la courbe g(x) divise le rectangle
OABC' en deux parties d’aires égales.

Solution question ANA13.21

S1

S2

FIGURE 2 — Représentation graphique du probléeme

1) Obtenir les parameétres définissant g(x).

15



On a:

g(0)=0 — ¢=0
3 3\* .3

dSy=2 S 2a(§)+b:2

En utilisant (1) et (2), on obtient a = § et b= 3.
= g(z) = 32% + 2z

2) Déterminer (3, I'abscisse des points B et C.
On peut écrire :

1
Aire de 52 = 3 de l'aire du rectangle OABC

a B 1 B
/ g(x)dx+/ ldz = —/ 1dz
0 « 2 0

3 21%
[§£+%x_] +1<ﬁ_§) = 1

B (8(B3/4°  2(3/4*) 3
5—(5 3 73 2 )—z

16



Algebre - Analyse Groupe F  Jeudi 4 juillet 2013
Question ALG13.15

On donne 'équation du 4°™m¢ degré suivante :

vt -4+ 1=0 (4)

1) Diviser (4) par 2 et montrer qu’en posant y = x + %, on peut ramener la résolution
de (4) a la résolution d’une équation du second degré en y.

2) Rechercher toutes les solutions de 1'équation (4).

Solution ALG13.15

1) Divisons (4) par 2% (on suppose = # 0; z = 0 n’est pas solution de (4))

1 1
2
tr—4+=-+5=0 b
4 —t (5)
On observe que
1
r+ - =y
x
1 1
45 # Y=+ 542
x x

(5) devient

v —2+y—4=0—=1y +y—-6=0
Résoudre (4) revient donc a résoudre

y = x+%
{y2+y—6 =0 (6)

2) On résoud le systéme (6)

Y¥+y—6=0 —

—1+v1+24 2

1
y=2+—- — ay=a"+1—-2>—ay+1=0 (7)
x

17



Siy =2, (4) devient

2 —22+1=0 — (r—1)>=0= =1 (racine double)

Siy= -3, (4) devient

—3+.0—1 3,1
———=a=—5+;V5

Il
|
|
H
|

2 +3r4+1=0 — z=

= Solutions de (1) = [1, -2 + 1\/5]

18



Question ANA13.19

Déterminer 1’expression la plus simple d’une fonction paire possédant un zéro en z = 1 et
une asymptote verticale en x = —3. En faire une représentation sommaire.
Faire de méme, pour une fonction impaire.

Solution question ANA13.19

Pour le premier cas, on a que

qui posséde une asymptote horizontale en y = 1.

Pour le deuxiéme cas, on a que

x(z—1)(z+1)
(x —3)(x +3)

fx) =

qui posséde une asymptote oblique en y = .

3/ T\3 3 1] 1\ 3

La dérivée premiére permet de trouver une approximation de la position des extrema, en
cherchant les racines de 2! — 2622 +9 = 0, i.e. 2% = 13 4+ 4+/10. Si on prend /10 ~ 3.15,
on a z2 = 25.6 ou 22 = 0.4. Et donc, z ~ 45 ou = ~ +0.6.

On peut déterminer la position du point d’inflexion sans utiliser la dérvée seconde. Il est
évidemment en x = 0.
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UMONS Faculté Polytechnique
Examen d’admission 2012 : questions d’analyse

Question série A (ANA12.1)

Etudiez la fonction .

y(r) = m (a>0)

et faites-en une représentation graphique soignée.

Question série B (ANA12.12)

Soit la fonction réelle
f(z) = min (Jz — 2|, 2* + 8z + 16)

[ o

Question série C (ANA12.9)

Calculez l'intégrale définie suivante

Un coureur effectue une course de 20 km avec une vitesse constante sur les dix premiers
kilomeétres et une vitesse décroissante exponentiellement sur le reste de la distance. La
vitesse v(z) (z est la distance parcourue) s’exprime de la maniére suivante (les unités

utilisées sont le km pour les distances et le km/h pour la vitesse) :

v(z) =10 pour 0 < z < 10

—10

v(z) =10~ "™ pour 10 < z < 20

On demande de calculer la fonction vy, (2), définie comme la vitesse moyenne effectuée par
le coureur sur les 2 km précédents. Pour démarrer votre calcul, exprimez le fait que v,,(2)

est égale a la moyenne de v(2') entre 2/ = z — 2 et 2/ = z, c’est-a-dire :

Um(2) = % / : u(2)d



Question série D (ANA12.18) sans solution

— Etudiez la fonction

3
flx) = Zx4 + 2* — 32°

et faites-en une représentation graphique soignée.
— Utilisez I'analyse précédente pour étudier I'existence et le signe des racines de 1’équa-
tion :

3

4 .3 2
b -3
A T

—m=0

ol m est un parameétre qui peut prendre n’importe quelle valeur réelle.

Question série E (ANA12.20)

Soit la fonction f(z) = (a + x) e* avec a, un paramétre réel tel que a > 0.
1. Etudiez f(x) et faites en une représentation soignée.

2. Ecrivez I'ensemble des points (z,y) ot la fonction peut avoir un extremum lorsque
le parameétre a varie.

Question série F (ANA12.23)

Etudiez la fonction |+ In([22])
4+ In( |22
fo) ==,

et donnez-en une représentation graphique soignée.

)

Question série B2 (ANA12.13)

Etudiez la fonction
y(z) =z +e /"

et faites-en une représentation graphique soignée.



Solution analyse série A (ANA12.1)

Domaine de définition :

Parité :

Y
0

I'intervalle [0, a[U]a, +o00]

Limites

Racines :

La fonction y(x) est toujours positive dans l'intervalle de définition.

22 —a?#0

() est une fonction paire (y(x)

lim y(z) = +o0
Tr—a~
lim y(z) = +o0
z—a™t

lim y(z) = 0

T—r+400

Dérivée premiére

- Sizx<a,yx) ==

a2 _22
(z) = —2x 2z
) - (az _ 1‘2)2 (a2 _ 1‘2)2
- Six>a,y(:c):332—£a2
—2z
o) —
Y (SL’) - (.T2 a2)2
lin% () = 0 (extremum — pente horizontale)
z—
lim y'(x) = +oo
r—a~
lim ¢'(z) = —o0
z—at
. / o
Jm ) =0
x ‘ 0 a +00
Y@ [0 + /o — 0

=

(asymptote verticale)

(asymptote horizontale)

r € R {—a,a}

y(—z)), on peut délimiter I’étude dans




Dérivée seconde

- Siz<a,
" 2 82 622 + 2a?
y'(x) = 2 2 T 72 N3 (2 2\3
(a? — x?) (a? — x2) (a? — x2)
- Siz>a,
-2 81?2 622 + 2a?
y' () = + -

En récapitulatif,

T 0 a +o00

y(@) |0 + T/ — 0

y'(@ |5 + / + 0

y(x) |5 /S oo N\ 0
U U

FIGURE 1 — Tracé de la fonction



Solution analyse série B (ANA12.12)

En représentant les courbes |z—2| et 224-8x+ 16, nous remarquons des valeurs particuliéres
pour z, c’est-a-dire : -7,-2 et 2.

11 T T T T T
[x-2] ———
xN2+8x+16
9 i
4 - _
O 1 1 1 1 1
-10 -7 -4 -2 0 2 10

La fonction f(z) peut donc s’écrire comme suit :

2—x —100< < -7
) = 2?2 4+8r+16 —T7<zr< -2
2—x —2<z<2
T — 2 2<x<10

Nous calculons ensuite I'ntégrale.



10 —7 —2 2 10
/ f(z) dx = / 2—:de+/ x2+8x+16dx+/ 2—xdx+/ r—2dz
—10 —10 -7 —2 2

.T2 -7 .’173 -2 372 2 .T2 10
= [2:10 — —} + {— + 42% + 16:10} + {Qx — —} + {— — 2:10}
214 L3 7 2], L2 2

T+ (-2 246+ (30 +2)

= 33

499
6

Solution analyse série C (AN12.9)

La fonction v(z) est représentée ci-dessous.

—_
o -

v(2) [km/h]
[\b] w N [6)] [e)] ~ [o¢] O

-
T

0 5 10 15 20
z [km]

La fonction v,,(2) est définie entre z = 2 et z = 20. Afin de la calculer, trois cas sont a
considérer :

1. 2<2<10

Dans ce cas :

Um(2) =

/ 10d2’ =10
z—2

| —



2. 10<2<12

Dans ce cas :

1 10 1 # z'—10
vm(2) = 5/ 210dz'—|— 5/10 10e” = d7
z'—10

=5(10—2+2)+5x (=20)[e" "= i,
— 60 — 52 — 100 <e—z501° _ 1)

— 60 — 52 + 100 (1 _ e*ZEom)



3. 12 <2 <20

Dans ce cas :

La fonction v,,(t) est représentée ci-dessous (il n’est pas demandé aux candidats de la
dessiner). Rappelons que v,,(2) n’est pas définie entre z = 0 et z = 2.

—_
—_

-
o

.......

[km\h]
N w N [6)] ()] ~ [o¢] O

—_
T
I

(=]

z [km]

Solution analyse série E (AN12.20)

1.
f(x) = (a+x)e’

Domaine : R
Parité : f(z) n’est ni paire ni impaire.

Racines : une racine en x = —a.



Signe. Le tableau de signe est le suivant :

Asymptotes verticales : pas d’asymptote verticale.

Asymptotes obliques :

x a-+zx
lim & = lim + e’ = +o00o
r— 400 T r— 400 T
x a-+zx
lim & = lim atr e’ =0

r——00 T r——00 T
f(x) ne présente pas d’asymptote oblique.
Asymptotes horizontales :

lim f(z)= lim (a+2x)e®=—o00-0= lim rr
T——00 T——00 r——00 e~ %

= lim =0

z——00 6~ T
f(x) posséde une asymptote horizontale en y = 0.
Dérivée :
f'(z)=¢€"(a+1+x)

Le tableau de signe est présenté ci-dessous :

‘ —1—a
flle)[- 0+

Dérivée seconde :

f"(z) =¢e"(a+2+x)

Le tableau de signe est présenté ci-dessous :

‘ —2—a
ffley |- 0+

813



Tableau final

‘ —2—a —1—-a —a
flz) |- - - - -0 +
fl(x) |- - 0 + +  +
f'(z) | - 0 +  + 4+ 4+ +

@)= e (1 +a+a)

Cette fonction s’annule en z = —1 — a et

flx=—-1-a)=—e'"

L’ensemble des points (z,y) ou la fonction peut avoir un extremum lorsque le para-
métre a varie s’écrit donc (—1 —a, —e~179).

Solution analyse série F (ANA 12.23)

Domaine La fonction est définie pour tout z # 0

Parité La fonction est impaire : f(—x) = —f(x). On peut donc I’étudier seulement pour
x réel positif. Sur ce domaine on peut réécrire la fonction en abandonnant la valeur
absolue :

1+ In(22)

fla) = —o

10



Asymptotes

Asymptote verticale lim, o+ f(z) = 53 = —o0.
L’axe des y est donc une asymptote verticale.

Asymptote horizontale

1
xl_lgloo f(z) = g = xl_lgloo % = 0 (en appliquant la régle de I'Hospital).

L’axe des x est donc une asymptote horizontale.

Dérivée premiére

—In(2x)
, a—
f ('T) - 2.1‘2
La dérivée s’annulle pour z = 1/2.
Dérivée seconde 1 4+ 21n(22)
I = + 2In(2x
f ('T) - 2.1‘3

La dérivée seconde s’annulle pour In(2z) = 1/2, c’est-a-dire pour z = 1e'/? ~ 0.82.

Tableau de signes

c | L p e
fle) |- 0 + 1 + + +
Flay |+ + + 0 - - =
s e S
croiss. | 2 2 0 Max N\ N\ O\
conc. | L | | 4 4 Inmfl. 1
Graphe A faire!
Solution analyse série B2 (ANA12.13)
Domaine de définition: x#0 = 2z€R {0}
Parité : pas de parité
Racines : Une racine de y(x) apparait lorsque z + e~/ = 0 ou —z = e V/* (aux

alentours de —1.76).

11



Limites

lim y(x) = +oo (asymptote verticale z = 0)
z—0~
li = 0F
i, v(e)
lim y(x) = —o0 (pas d’asymptote horizontale)
T——00
liIJP y(x) = +oo (pas d’asymptote horizontale)
T—>+00
TICO R
T——00 I
TICO R
x—+o0o
lim (y(z) —z) = lim e /%=1
T——00 T——00
. _ _ . ~1/z _
A —e) = e =1

Il existe une asymptote oblique y = = + 1 lorqu’on tend vers l'infini (en +00 et —00).

Dérivée premiére

qui est toujours positive.

z—0t
En effet,
e~/ . 1/2* 400
lim = lim +— = —
=0+ 12 z—0+ el/T 400
o —=2x73 o2t 40
= lim il = lim = —
o0+t —2el/t g0t e/ 4oo
—2p2 2
= lim = lim =0

12



Dérivée seconde

Le Vrg? — 2xe” VT (1 —22)e”V/®

" _ —
Yy (.T) - 1’4 - 1’4

Lorsque z = 1/2, la dérivée seconde s’annule

y'(x) =0
r | —o0 0 1/2 +00
y'(z) | + + 0 -
En récapitulatif,
xr | —oo 0 1/2 +o0
y'(x) 1 + T/ + + + 1
y"(z) + + 0 -

y(z) | —oo S F%/g S =064 N 400

FIGURE 2 — Tracé de la fonction
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UMONS Faculté Polytechnique

Examen d’admission 2012
Questions d’algébre avec solutions

Question série A (ALG12.14)

Complétez 'expression suivante en remplacant les pointillés par I'expression appro-
priée, fournissant ainsi une formule permettant de décomposer z° + y° en facteurs. Expli-
quez le raisonnement qui vous conduit a cette formule.

2’4y’ =(z+y)(..)

Peut-on obtenir une formule analogue pour décomposer =™ + y" quel que soit n? Si oui,
justifiez. Si non, précisez pour quels n c’est possible et pour quels n ¢a ne l'est pas et
justifiez.

Question série B (ALG12.3)

Soit p(x) = ma® — 2z — 4m — 1 m < 0
a) Démontrez que les deux racines x; et x5 de p(z) sont toujours réelles.
b) Pour quelles valeurs de m a-t-on 1 < —1 <1 < 297

Question série C (AL12-4)

Résoudre I'équation suivante (x € R) :

l+Vat—a?2=2-1

Question série D (ALG12.5)

— Résoudre
logs (22) —logs (14 vx) <1

Question série E (AL12-6)

Résoudre I’équation suivante :
log,a+Ina =log,, a

ol x est la variable et a un paramétre (x € R, a € R). Discuter en fonction de a.



Question série F (ALG12.11)

Soit le systéme d’équations linéaires

2+ my = 0
T + mz = m
mr + 3y + 3z = m

Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre réel m, I'inéquation suivante liant les solutions du
systéme est-elle vérifiée
r+y+z>1

Question série B2 (ALG12.1) : Le liévre et la tortue revisité

Deux taupes se disputent une partie de course dans le sol. Pour aller d'un point X vers
un point Y (situé & méme hauteur), la premiére propose d’aller en ligne droite dans la
couche de sol superficielle. De par la nature de cette couche de sol, sa vitesse d’avancement
est définie par vy. La seconde taupe, propose un déplacement plus complexe en trois
étapes :

1. Creuser en profondeur jusqu’a atteindre une seconde couche de sol favorable (sa

vitesse est identique a celle de la premiére taupe); son trajet est ainsi incliné d’'un
angle a.

2. Longer l'interface entre deux couches, lui permettant d’avancer a une vitesse vg > v4
(sol meuble).

3. Remonter vers le point Y, d'un méme angle o avec une vitesse v4.

Sachant que la profondeur de la premiére couche est h, quelle serait la distance L entre
les points X et Y pour que les deux taupes arrivent en méme temps? Comment doit étre
L pour que la seconde taupe arrive la premiére ?

L .
X m 4.:,UA A
VA |
|
couche A | p : 5 V X
couche B N .UB SedcHc



Solution série A (ALG12.14)

(1) La premiére solution qui vient & l'esprit est la suivante :

P(z,y) = (° +y°) = (z +y)Q(z,y)

ot Q(z,y) est une somme de puissances entiéres de = et y.

La division de P par (x + y) donne :

x° +° r  +y
20 +aty
—lAy +y5 1,4 _l,3y +x2y2 _xy3 +y4
by —ady?
+x3y2 +y5
+a3y? oy
s Ty
2%yt
+axyt 4y
+axyt 4y
0

Une alternative serait d’utiliser la régle de Horner, en appliquant la division par (x+a)
oua=y

2 2t 2 2?2 2t 2| —y=-—a
I 0 0 0 0 o

coef. de Q| 1 —y +y* —¢y3 +y* 0

(2) Peut-on établir une formule du type
(=" +y") = (z+y)(...)
pour tout n ?
Pour que (™ + y™) soit divisible par (x + y), il faut que (—y,y) satisfasse
P(=y,y)=0
Soit
(=y)"+y" =0

si n est impair.



Solution Question série B (ALG12.3)

a) Le réalisant de p(x) vaut
A =16m* 4 4m + 4

Le réalisant de ce trinéme vaut -240 : les racines de A sont donc deux complexes
conjuguées et A est donc toujours positif quel que soit m. p(x) admet donc 2 racines
réelles quel que soit m.

b) Le produit et la somme des racines de p(z) valent

4 1 2
P:$U1£U2:—mm+ S:x1+x2:a

Pour m €] — 1/4,0[, nous avons que P > 0 et S < 0 et les deux racines sont
négatives. Ces valeurs de m sont donc a exclure.

Pour m = —1/4, nous avons que P = 0. Cette valeur de m est donc a exclure.
Pour m < —1/4, nous avons que 4m? + m + 1 = m(4m + 1) + 1 > 1, ce qui nous
donne

14+vVAdm2+m+1 1—vVdm2+m+1
T = <0 To = >0
m m

Vérifions la condition z; < —1

14+vV4Am2 +m+1
<

m

—1 ou dm24+m+1>-m-—1

Vérifions maintenant la condition o > 1

1 — V4m? 1
m” A+ m >1 ou VAm2Z4+m+1>-m-+1

m

La condition la plus contraignante est
vdm?2+m+1>-m+1>0

Cette condition est équivalente &
m(m+1) >0

Les valeurs possibles pour m sont donc : m < —1.

Solution Question série C (AL12.4)

l+vVat—a2=20-1

Conditions d’existence




=22 >0

:EQ(xQ—l)ZO

szrx>letax < -1

2.
1+Vat—22>0
Cette inégalité est toujours vraie.
3.
r—1>0
rz>1

Au final : z > 1.

Résolution

l+vVat—22=(r—1)>2*=2"4+1-22
Vat — 22 =2% — 20 = 2(x — 2)

x(r—2) > 0siz €+,0]U[2,—. Il convient donc d’ajouter la condition d’existence z > 2.
Nous pouvons ensuite écrire :

ot — 2 = 2% (x —2)° = 2? (z* 44 — 42)
ot —2? = ot + 42? — 42®
—42° 4 52" = 0
2% (—4x +5) =0

Les solutions de I'équation précédente sont x = 0 et z = 3. En tenant compte de la

condition d’existence x > 2, ’équation \/1 + v/z* — 22 = x—1 ne posséde pas de solution.

Solution Question série E (AL12.6)

Les conditions suivantes doivent étre remplies :

a>0

1



L’équation peut s’écrire :

Ina Ina
— +Ina =
Inz lnazx
1 1
Inz " Inax

avec Ina # 0, cest-a-dire a # 1. Si @ = 1, 'ensemble des solutions est R{ \ {1}. En
multipliant par In az Inz, nous pouvons écrire :

Inar +Inarlnzr =Inzx
Ina+Ilnz+ (lna+Inz)lnz=Inz

In>z+Inalnz +lna=0

En posant X = Inx, on obtient :
X?2+InaX +Ina=0

Le discriminant vaut A = In?a — 4Ina. En posant Y = Ina, on obtient 1’équation A =
Y? — 4Y dont les racines sont Y = 0 et Y = 4. Y = 0 est a rejeter puisque Ina # 0.
Différents cas sont a considérer :

1. SiY = Ina = 4, c’est-a-dire a = e*, 'équation en X devient X2 +4X +4 = 0.

Celle-ci posséde une solution donnée par X = Inx = ’74 = —2. z vaut donc e 2.

Cette solution est bien différente de % = e~ Elle n’est donc pas a rejeter.

2. SiY = Ina €]0,4[, c’est-a-dire pour a €|1,e*[, A < 0 et I’équation n’a pas de
solution.

3. SiY =1Ina €+,0[U]4, —, c’est-a-dire pour a €]0, 1{U]e*, —, A > 0 et I’équation en
X possede deux solutions données par :

_—lna:i: \/1112(1—4111(1
B 2

—Inat+vIn2a—4Ina
2

X
T =e

Ces solutions sont a prendre en compte si elles sont différentes de %



Solution Question série F (ALG 12.11)

2 m 0
A =11 0 m|=-6m—m@B—-m?)=m(m-—3)(m+3)
m 3 3
0 m 0
A, = |m 0 m|=-m(Bm-—m? =m?*im-—3)
m 3 3
2 0 0
A, = |1 m m|=2Bm-m?) =-2m(m - 3)
m m 3
2 m 0
A, = |1 0 m|=-6m—m(m—m?) =m(m-—3)(m+2)
m 3 m
Discussion
e m=>0
2z =0
x =0
3y+3: = 0

Ontire:z=0;y=—=z.
L’ensemble des solutions est {(0, o, —a); a € R}.
Ces solutions ne vérifient pas l'inégalité z+y+2 > 1 puisque z+y+2 =a—a = 0.

e m—23
2z 4+ 3y =0

x4+ 3z = 3
r+3y+32 = 3

La troisieme équation est redondante. Des deux premiéres, on tire :

—2x 1 x
= — z = —_ .
Y= 3 3
L’ensemble des solutions est
20 a
a,———,1—=);a € R}.
{, -2 1-%)aeRr}
Ces solutions vérifient I'inégalité x + y 4+ 2z > 1 puisque z +y + z = 1.
o m——-3
22 — 3y = 0
xr — 3z = -3
—3r+3y+3z2 = -3

7



En multipliant par —1 les deux premiéres équations et en les additionnant, on ob-

tient : —3z + 3y 4+ 32 = 3, ce qui est incompatible avec la troisiéme équation. Le
systéme n’a donc pas de solution dans ce cas.
e m+#0,3-3
Dans le cas général, les solutions sont :
m -2 m+ 2
m+ 3 m+ 3 m+ 3

On a donc
m—2+m-+2 B 2m

m+3 S m+3
L’inéquation impose que WQL—T?) > 1, d’ou 'on tire la condition :

T+yY+z=

2m—-—m—-3 m—3
— >0
m+ 3 m-+3
L’étude du signe de cette expression nous dit que cette condition est remplie si et
seulement si m < —3 ou m > 3 (la valeur m = 3 est exclue ici car nous sommes
dans le cas ot m est supposé différent de 0, 3, —3).

Conclusion FEn rassemblant les diffférents cas, nous avons que I'inéquation x+y+z > 1
est satisfaite pour m < —3 et m > 3.

Solution Question série B2 (ALG12.1)

Soit t; le temps parcouru par la premiére taupe :
- Ly L

t, = = —
VA VA

Soit t5 le temps parcouru par la seconde taupe :
r L L 2L L*
—t—t+—=—+—

ty =
VA VB VA VA UB

avec

L = h

CcoS v

L*=L—2htana

Donc,
h
= 2 N L —2htana
VA UB

Les deux taupes arrivent en méme temps lorsque ¢; = t5 pour une longueur L = Ly,
d’ou :
Ly Lo — 2htan«

VA VA UB

Ccos &




— La longueur recherchée vaut donc :

1
LO — 2h<UBCOSOé
Up — Va4

— v tan )

(si L > Ly, la seconde taupe arrive la premiére).
— Les deux taupes arrivent en méme temps lorsque t; = t5 pour une profondeur h = hy.
La profondeur recherchée vaut donc :

(UB — UA)L
— vy tan a)

h:

2(1)3

COos «

(si h < ho, la seconde taupe arrive la premiére).



UMONS Faculté Polytechnique

Examen d’admission 2011
Questions d’algébre avec solutions

Question série A (ALG11.7)

Deux bateaux partant des rives opposées d'un lac avancent 1'un vers 'autre. Ils se
croisent une premiére fois a 'instant ¢ & 1400 m d’une des deux rives. Ils continuent leur
route jusqu’a la rive opposée et font chacun immédiatement demi-tour, repartant en sens
opposé. Quand ils se croisent pour la seconde fois a I'instant ¢, ils se trouvent a 600 m de
I’autre rive. On suppose que chaque bateau se meut & vitesse constante, mais les vitesses
des bateaux sont différentes. Quelle est la largeur L du lac?

Question série B (ALG11.10)

Soit I’équation
(m—6)2> — (m—3)z+2m—11=0

Déterminez m de maniére a ce que les racines z; et x5 de cette équation vérifient

To <0< x; <4

Question série C (ALG11.22)

Soit une surface S délimitée par les courbes p(z),q(z) et 'axe des abscisses (voir
figure) :
. y = p(z) est une droite passant par 'origine A(0,0) et le point C'
. y = q(x) est une parabole passant par les points B(m,0) et C'; on sait de plus que
B est le sommet de cette parabole
. le point C', point commun aux courbes y = p(z) et y = g(x), se situe sur la courbe
y = f(x) = sinzx, pour x €0, 7[.



Déterminez p(z) et ¢(x) en fonction de la position du point C.

1T+ -
G-
0.8+ // b R
- (@)
0.6 T // \\
x
0.4+ ,’/ p(l‘) Q( ) \\\
7/ \
7/, \
0.2+ \
/ \
\
t t t t t t

A 0.5 1 1.5 2 2.5 3 B

Question série D (ALG11.6)
Soit ¢, un nombre complexe solution de 1’équation suivante :
Ztaz+1=0

ol « est une constante. Soit a, la partie réelle de c.

Ecrivez a en fonction de a sachant que, dans le plan complexe, ¢ appartient au cercle de
rayon 1 centré a l'origine (cercle unité).

Question auxiliaire (ALG11.20) sans solution

En attendant le train dans la gare, un étudiant choisit deux nombres a et b tels que
0 <a < b < 1. Ensuite, il calcule les cing nombres suivants : a +b,a -b,a —b,b —a et ¥.
L’étudiant est surpris de constater qu’il y a deux paires de nombres identiques parmi ces
cinq nombres.

Que valent les nombres a et b choisis par I’étudiant ?

Question série E (ALG11.9) sans solution

Déterminez le polynéme de degré minimal qui passe par les points (0,1),(1,-1),(2,1) et

(3,-1).

Question série A2 (ALG11.12) sans solution

Déterminez les valeurs de x comprises entre 0 et 7w qui vérifient

2sin®z + 6sin’x —sinxz — 3 = 0.



Solution question série A (ALG 11.7)

Soient v4 et vp les vitesses des bateaux A et B, respectivement. Si ¢t est 'instant ou
les deux bateaux se croisent pour la premiére fois, les distances parcourues par chacun
d’eux sont respectivement :

vya X t = 1400m ; vg X t = L — 1400m

Lorsque les bateaux se croisent de nouveau, a 'instant ¢', ils ont parcouru respectivement
les distance suivantes :

va Xt = L4+ 600m ; vg X t' =L+ L —600m
En faisant le quotient des distances parcourues a 'instant ¢ et & I'instant ¢’ on obtient :
vp  _  2L—600
{ va L4600
vp  _  L—1400
va 1400

D’ou :
2L —600 L — 1400
L+600 1400
(2L — 600)1400 = (L — 1400)(L + 600)
2800L — 600 x 1400 = L? — 800L — 600 x 1400
L? —3600L =0

L(L — 3600) = 0

Par conséquent, L = 0 (impossible) ou L = 3600 m.

Solution question série B (ALG 11.10)

De x5 < 0 < 1, nous tirons que le produit des racines est négatif, d’ot la condition :
2m — 11
— (1)
Cas a) : m — 6 > 0. Il faut alors 2m — 11 < 0, d’ot m > 6 et m < 11/2 : impossible.
Cas b) : m — 6 < 0. 1l faut alors 2m — 11 > 0, d’on 11/2 < m < 6.
Si m < 6, le coefficient de x? est négatif et la parabole a sa concavité vers le bas. La
fonction f(x) = (m —6)z% — (m — 3)z + 2m — 11 est donc positive dans 'intervalle |xo, 71|
et négative en dehors de cet intervalle. Le point x = 4 sera donc en dehors de I'intervalle
des racines si et seulement si f(4) < 0. Il reste a exploiter cette condition :

F(4) = 16(m — 6) — 4(m — 3) + 2m — 11
= 14m — 96 + 12 — 11
14m — 95

Il faut donc que 14m — 95 < 0 d’'ot m < % ~ 6.78.
La condition finale que doit vérifier m est donc 11/2 < m < 6.



Solution question série C (ALG11.22)

Soit o I'abscisse du point C', la surface S est la somme de deux surface Sy et Ss :
S - Sl + SQ
avec

S1 = / p(z) dz
0

Sy = / q(z) dz .

Pour la premiére fonction, on a :

sin o

p(z) = ax avec a =
a

Pour la seconde fonction, elle est relative & une parabole passant par les point (7,0) et

(o, f(@)) :

q(z) = m(w — )

(I'astuce ici est de considérer que g(z) est de la forme r(z — s)? au lieu de la forme habi-
tuelle az? + bz + c).

Les aires recherchées valent donc :

“ sin sinar?|®  sinaa? |«
S| = z dr = —| = — =sina—
0 a 2], o 2 2
T sina sina (z—m)*]" sin «
S g _— — 2d g = — — .
A e i T AU
Au final,
S:sirla%—l—Slga(ﬂ—a):Sma(a—i—Zﬂ)



Solution question série D (ALG11.6)

Soit ¢ = a + ib. Puisque c¢ est solution de 1’équation :

(a+ib)*> +ala+ib) +1=0

Des lors :
—1 — (a + ib)?
e
a:—aiib—(aJrib)
O‘:_(a+jb)_(;b—¢b)_<“”b)
a:—%—(aJrib)

Puisque ¢ appartient au cercle de rayon 1, a® 4+ b* = 1 et 1’équation précédente devient :
a = —(a—1ib) — (a +ib)

et on obtient finalement :
a=—2a



UMONS Faculté Polytechnique

Examen d’admission 2011
Questions d’analyse avec solutions

Question série A (ANA11.3)

Etudiez la fonction

f@) =2+ Va1

et faites-en une représentation graphique soignée

Question série B (AN11.13)

Deux robots sentinelles se déplacent périodiquement sur 2 axes perpendiculaires (du
Nord au Sud et d’Est en Ouest). Les deux axes sont de méme longueur (2[) et se coupent
en leur milieu.

Pour simplifier les déplacements, il a été convenu que lorsqu’un des robots se trouve
au milieu, 'autre doit étre a 'une des extrémités de son axe.

N
OR,
!

W —Ofy E

S

Sachant que les vitesses des robots sont identiques et constantes (= v), & quel moment
sont-ils les plus proches et & quelle distance I'un de 'autre ?

Sachant que la vitesse v = 3 km/h, identifiez la valeur minimale de [ pour que les
robots ne soient jamais a moins de Hm 1'un de l'autre.

Question série C (AN11.11)

Etudiez la fonction
flz) =ava? -1

et faites-en une représentation graphique soignée



Question série D (AN11.15)

Etudiez la fonction

f($):|$—2|+m

et faites-en une représentation graphique soignée.

Question série E (AN11.5) sans solution

Soit une surface S délimitée par les courbes p(x), ¢(x) et 'axe des abscisses (voir figure) :
. le point C, point commun aux courbes y = p(x) et y = ¢(x), est le point de
coordonnées («, sin(a)) avec « €]0, 7].
. y = p(z) est une droite passant par 'origine A(0,0) et le point C'
cy=q(x) = (23(:))2 (r — 7)? est une parabole passant par les points B(m,0) et C' et
dont le sommet est B.

1T C/”*‘\\\
N
p N
0.8 // N
p @)
0.6 T ’ \
7/ \
y q(x) S
0.4+ , p(:z;) N
7/ \
7, \
0.2+ \
/ \
il il il il il N
T T T T T T

A 0.5 1 1.5 2 2.5 3 B

Calculez la surface S et déterminez la valeur de ’abscisse v du point C' dans 'intervalle
|7/2,37 /4] pour laquelle cette surface est maximale.

Question série A2 (AN11.8) sans solution
Etudiez la fonction :
In?(x)
fla)= 55—
x?+2x 44
et faites en une représentation graphique soignée. Le calcul de la dérivée seconde n’est
pas demandé.

Aide : Pour vous aider a déterminer les zéros de la dérivée premiére, la figure ci-dessous
représente les fonctions fi(z) et fa(x) telles que :

fi(x) =Inzx
B 2+ 2rx+4
fa(w) = z(x+1)

Les deux courbes se croisent en x = 4, 0363.



£, (x), 1,0)

2

4}

—6F

Solution question série A (AN 11.3)

1.

Domaine : 22 —1>0 — z< —-louz>1
dom( )~ ] — 00, ~1] U[1, +o0]

2. Parité : ni paire, ni impaire
3. Zéros : © = —v/22 — 1 donc 22 = 22 — 1 : impossible
4. Asymptotes

— AH :
hmx—)—f—oo f(l‘) = +00
lim, , o f(z) = —oc0 4+ o0

Pour lever cette indétermination, on écrit :

f(x):<x+ (22 = D)(z — /(2> = 1)) _ r?—ax?+1 _ 1
(xr — /(22 —=1)) r—/(x2=1) x—/(x2-1)

d’ou lim, , o, f(x) = 0~. On a l'asymptote horizontale y = 0 lorsque = tend vers
—00.

- AO:
lim, oo @ = lim, oo 1+ @ =2 lim, o f(2) — 22 = lim, oo —z+ @ =0
(voir calcul de ’AH).
On a donc y = 2z comme asymptote oblique pour x — +o0.

- hmx_>:|:1 f(ZL‘) =41

Dérivée f’
fl(z)=1+ ! 20 =1+ ——
x) = — 27 = —_—
2vr? —1 2 —1
Zérosde f': 22— = —1dou:x=—va2—1etz?=22—1, ce qui est impossible.

" VZPo1
Tableau de signe de f' :



f@) | =1 =0/ ]+oc ]+
6. Dérivée f" :
f”( ) sz_]‘_xg/ig_l .1'2—1—372 —1
xT) = = =
[L'Q -1 (xZ _ 1)3/2 (xZ _ 1)3/2

Zéros de f” : toujours négative

7. Tableau de signe :

v | | U] |4t
) | = =1/ 1 |+
J'@) | = =00 | /| +00 | +
f'a) | =] =00 | /| =00 | =

8. Graphe (a faire)

Solution question série B (AN 11.13)

Convenons qu’a l'instant t = 0 le robot R1 soit au Nord et le robot R2 au centre. A un
instant ¢, R1 se trouve en 0,1 — vt et le robot R2, en (vt,0), ot v est la vitesse commune
des deux robots. Ces positions sont correctes lorsque vt est inférieur a [. Le carré de la
distance d? entre les deux robots est

D=d*= vt + (L — vt)?
12 — 2lvt + 20°t?

d est minimum si D est minimum (card > 0. On a :
D'(t) = —2lv + 4v*t

Don, D'(t) = —2lv + 4v* et D'(t) = 0 ssi t* = 24 = L ] s’agit bien d’un minimum
puisque D(t) est une parabole & concavité tournée vers le bas. On a donc, comme position

des robots assurant la distance minimale,
R1(t") = (0,1/2) et R2(t") = (-1/2,0).

On a encore :

d(t) =/(1/2)2 + (1/2)2 = ?z.

Si v = 3km/h et dpin = 5, bnin = V2.dpmin = 5v/2m




Solution question série C (AN11.11)

Domaine de définition : 22 —-1>0 = x€]—o00,—1]U][l,00]
Parité :  y(z) est une fonction impaire, on peut délimiter I’étude dans l'intervalle [1, oo

Limites
lim y(x) =0" (pas d’asymptote)

z—1-

lim y(z)=+oo; lim M = +o00 (pas d’asymptote)

r——+00 r——+oc0

Racines : 2 = £1 dans l'intervalle [1,00[. La fonction y(x) est donc positive dans ce
meéme intervalle.

Dérivée premiére

_(a:2—1)+:c2_ 22 — 1
y(e)=va HQW Nz o

Il apparait que les racines du numérateur ne se trouvent pas dans U'intervalle [1, ool.

T ‘1 +00
y'(x) [+

La fonction y'(x) est également positive, la pente de y(z) l'est également.

lim y'(z) = lm ——— =400 = tangente verticale
x—1— z—1— /12 — 1

Dérivée seconde
" dov/a? — 1 — (2% - 1)2\/% dr(x? —1) —z(222 - 1)
y'(x) = (m)Q - (22 — 1)3/2
4x3 — 4z) — 22° + 1)
(22 — 1)3/2

223 — 3z

(22 — 1)3/2
2z(2* — 3/2)

(22 — 1)3/2

x |1 3/2 +00

10



En récapitulatif,

x 1 3/2 +00
y'(x) | +oo + + + 400
y"(x) - 0 +
y(x) o I S 4o

N U

Les coordonnées du point d’inflexion est : y(1/3/2) = \/3/24/3 —1 = \/g. La pente
vaut y'(1/3/2) = 2L = /8.

1/2

Point intéressant a tracer : y(2) = 2v/4 — 1 = 3,2.

251

~—

=15

0.5F

FIGURE 1 — Tracé de la fonction

Solution question série D (AN11.15)
Domaine de définition : R\ {1/2}

Parité : aucune parité.

Racines : aucune racine. La fonction est strictement positive.

11



Valeurs particuliéres : 1/2 et 2. En 2, la fonction vaut f(2) =1/3

z | | 1/2 | | 2 |
f(z) HQ—x—i—ﬁ‘jLoo‘Q—x—i—z;l 1/3 |z —2+4 £
Dérivée premiére
r_| | 1/2 | 2]
J'(x) ‘ ~1+ ‘ —1- ‘ L - Gy
Dérivée seconde
v | | 1/2 | 2]
() ‘ =n ‘ T ‘ ~ 5y

Recherche des asymptotes
e asymptote verticale : en x = 1/2.
e asymptote horizontale : il y en a pas.

e asymptote oblique : en —o0o, y =2 —x; en 400, y = x — 2.

En récapitulatif,

A.O.

non dérivable

r | — /@ 1/2 2
f'(x) — 0 + (ind.) - -ulz +
ffl) | +  + + + (ind.) + + +
fl@) | +oo N mLiJn TN 1/3 /!

Points intéressants : 222 ~ —0,2; f (

: 2) 295 1(2) = §.

12



FIGURE 2 — Tracé de la fonction

13
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Question 1 (ALG10.14)

Résoudre 1'équation suivante, pour z complexe

22

Z = -
11—z

A quelle condition f(z) = % est-il un imaginaire pur?

Solution

— Condition d’existence de la solution: z # i
— 2z = 0 est solution.
— Si on suppose z # 0, on peut simplifier par z, ce qui donne:

z
1 =
i — 2z
d’ou l'on tire:
1—2z2=2z
1= 2z
7
z = -
2

— Les solutions sont donc: z =0 et z = %

f(z) = % est un imaginaire pur si la partie réelle de la fonction est nulle.
Soit z = a + ib. Cela donne:

B 22 a® — b* + 2iab

&) == e
_ (a* = b* 4 2iab)(—a — i(1 — D))
~ (—a+i(1—=b)(—a—i(l b))
—a(a® + b* — 2b) +i(—a’b — b® — a® + V?)
a?+ (1 —10b)?




La partie réelle de f(z) est nulle si a(a® 4+ b* —2b) = 0. L’ensemble des points
du plan complexe vérifiant cette condition est la réunion de I’axe imaginaire
pur a = 0 et du cercle de rayon 1 centré en i (équation: a® + (b —1)? = 1),
le point z = 7 exclu. Cet ensemble est représenté sur la figure ci-dessous.

Question 1 Bis (réserve) (ALG10.08)

Résoudre 1’équation suivante en sachant que ses racines x1, x5 et x3 forment
une progression géométrique (zo = x17 et w3 = z17? avec r réel):

7 7 1
3 "2 e =
TRt Tt g

Solution

11 vient:

(x —x1)(x — z2)(x —x3) =0
(x — 1) (2 — 217) (2 — 217%) =0
0

o — (or? + oy + )2 + (23 + 23 4 alr)r — o =



On identifie les coefficients et on a:

1 1
- - D
T 216 6°
—r? —rr—x ——l
1 1 T
2.3 2 2 2.
rirT +ar —|—:clr—72
On a donc:

1

T = —

Y7 6r

r2+7"+1 7
6r 6r 6Or 12

1
et 35"

=

r peut donc valoir 2 ou % Dans les 2 cas, les trois racines valent: %,

Question 2 (ANA10.13)

Etudiez la fonction suivante:
et —2

er 4+ 1

fla) =z -

Solution

— Domaine de f(z):z € R

— Racines de la fonction:

ec—2 _ wm(e®+1)—e"42

er+1 er+1

Donc, z(e” +1) —e®+2 =0 ou e* = =22 T analyse de cette fonction

montre qu’il existe une racine située entre -2 et 1.

€r —

3
er+1

— Remarque: on peut mettre la fonction sous la forme: f(x) = z—1+
— Asymptotes
— Asymptote verticale: néant
— Asymptote horizontale:
limg— i oo f(x) = +00 et lim,_,_ f(z) = —00.
Il n’y a donc pas d’asymptote horizontale
— Asymptote oblique:
y =mx + p avec m = limzHJroo@ et p=lim,_ o f(z) — ma.



On a donc pour l’asymptote oblique en +oo:

I 1
m—lmeH‘Fool — + m =1

p=1limg oot — 1+ e,+1 —z=-1

La premiere asymptote oblique a pour équation:
AO.en4o0:y=2—1

On a ensuite pour l’asymptote oblique en —o0:
m=1Ulimg_,_o1— i + m(ez-i-l) =1

—xr =2

p=1limy, x—1+ I+1

La seconde asymptote oblique a pour équation:
AO.en —cc:y=2+2

— Dérivée premiere:
") = —3e®  _ e*42e"41-3e” _ e+l
fl(@) =1+ Gy = a7 = <=5
f'(x) ne s’annule pas Vx et f'(x) > 0 Vz, la fonction est donc toujours

croissante.

— Dérivée seconde:
f” (l’) _ (2e2% —e®)(e®+1)2— (2T —e®+1)2(e®+1)e®

(ez+1)4
( ) 237 42e2% — 2% _T _2e3% 49027 267
(em+1)3
( ) 362””—36 _ 3e(e*—1)
(ex+1)3 7 (e®+1)3
) =

f7(x) = 0sie” —1=0. La dérivée seconde s’annule en z = 0. Il y a
donc un point d’inflexion.
La valeur de la fonction f(z) en ce point vaut f(z) = 1. La racine de
la fonction sera donc comprise entre —2 et 0.

— Tableau des variations:

-2 0

(@) T I o+t
#7(x) — — — 0 4+t o+

flz) | A0.=y=2+2 / 0 P.I. S A0 =y=2—-1
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Question 1 (AN10-11)
Soit ’équation :
x3—9x—m(x2—1) =0
ol m est un parameétre réel. Montrez que cette équation

a trois solutions réelles quelle que soit la valeur de m en
étudiant les variations de la fonction :

3 — 9x

Question 2 (AL10-18)

Vous désirez construire une piscine chauffée. De maniére
a éviter les pertes thermiques avec le sol, vous décidez de
placer un isolant sur chacune des parois (aussi bien les
murs que le sol). Si la hauteur intérieure de la piscine est
fixée & 2m et que le volume utilisé de l'isolant est de 84 m?,
quelle sera la longueur intérieure de la piscine si celle-ci
vaut le double de la largeur 7 L’épaisseur de l'isolant est
de 1m.
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Solutions

Question 1 (AN10-11)

f(x) est la fonction obtenue en isolant le paramétre m de 1’équation. Dés lors,
les solutions de I'équation sont les abscisses des points ou le graphe de la fonction
y=f(z)= z;Q:le coupe I'horizontale y = m. Il faut donc montrer que le graphe
de f(x) coupe exactement trois fois toute horizontale.

Domaine
x#1
x# -1

On peut supposer que x # =+1 car ces valeurs ne sont jamais solutions de
I’équation.

Racines
22 —92=0=2=0 ou 22-9=0

Les racines de f(z) sont donc z = 0,3, —3.

Asymptotes verticales

3
i &9 W8,
z—1 32 —1 0
=
. 3 — 9z
lim 5 = —00
r—1+ I° — 1
1 3 —9x "
im 00
r—1— ZCQ -1
3
]jm x B gx S 4‘§77
z——1 32 —1 0
=
. 3 — 9z
lim 5 = —00
r——1t T — 1
3 — 9z
lim +00

= Asymptotes verticales en z = +1.

Asymptotes horizontales

3 — 9z
lim 5 =+
r—+oo x? — 1
. 3 — 9z
lim = -



= Il n’y a pas d’asymptote horizontale.
Dérivée

b (322 =9) (2 — 1) — 2x(a® — 9x)
f (:E) - ($2 _ 1)2

zt 4+ 622 +9
@ — 1)

(2% +3)2

(2 — 4)

= La pente de f(z) est toujours positive.

En conclusion
e La fonction est continue sur —oo, —1[, | — 1,1[ et |1, +o0].
o f(z) prend toutes les valeurs réelles sur chacun des ces intervalles.
e La pente est positive partout.

= Le graphe de f(z) coupe exactement trois fois toute horizontale.
= L’équation 2% — 9z — m(22 — 1) = 0 a trois solutions réelles quelle que soit
la valeur de m.

Question 2 (AL10-18)

Données

Volume de 'isolant : V = 84m?
Epaisseur de I'isolant : e =1m
Hauteur intérieure de la piscine : h =2m



Représentation graphique

Isolant

Vue de haut Vue de profil
Résolution
V = (2x + 2e)e(x + 2e) + 2(2x + 2e)eh + 2hex
= 2ex? 4 (4e* 4 22 + deh + 2eh)x + 43 + 4e*h
=227+ 18z + 12 = 84
=
227 + 182 — 72 =0
2’ +92—-36=0
A = 225 et les solutions de 1’équation sont x = 3 et x = —12. La derniére

solution est & rejeter. Dés lors, la largeur de la piscine est de trois métres et sa
longueur de 6 métres.

Page 4/4



ALGO09.15

Résoudre et discuter le systeme d’équations :
x +2my +02m—1)z =2m+1
3z +2y +2mz =3
2m—1)x +2my +0C2m+1)z =2m -1
Solution

En éliminant = entre (2) et (1) et entre (3) et (1), on trouve :

2(1-3m)y +(3—4m)z = —6m
—4Am(m —1)y —-2m((2m —3)z = —-2m(2m —1)
Si m # 0, on peut simplifier la derniere relation, ce qui donne :
2(1-3m)y +(3—4m)z = —6m
2m—-1)y +(2m—-3)z =(2m—-1)

Ces deux équations sont compatibles si le déterminant est différent de zéro :

121 -3m) (3—4m)| _
A_‘Q(ml) (meg)__4m(m_2)7é0
m#0 et 2
—6m  (3—4m)
_|@2m—1) (2m-3)] —4m?+8m+3
v A  —4m(m —2)
2(1-3m) —6m
2(m—1) (2m—-1)]  m+1
: A ~ 2m(m — 2)
et :
_ —2m+1
© 2m(m —2)
m =20
Le systeme d’équations devient :
x —z =1
3x 42y =3
—x +z -1
dont la solution est :
z x chR
Yy 31218 Y

m =2
Le systeme d’équations devient :

z +dy 43z =95

3x +2y +4z =

3 +4y +5z =3

qui est équivalent a :

r +4y 43z =5
2y +z =
2y +z =3

ce qui est impossible.



ANAO09.7

Déterminez a et b pour que :
2 +axr+b
x

fx) =

avec b > 0, ait un maximum (local) égal & 2 et un minimum (local) égal & 6.

Solution

Il faut supposer que = # 0. On recherche les valeurs de x qui annulent la dérivée de f.

() = 1;(233—1—@)—(21; +ax +b)

x
z2 —b

2

Tableau de signe de f” :

T ‘ b 0 NG
f@) [+ 0 -] - 0+
fl@) |/ max N\, / \, min

Pour que la valeur de f en son maximum local —v/b soit 2, il faut que :

b—avb+b _,
—Vb
d’ou :

Wb —a=-2

Pour que la valeur de f en son minimum local /b soit 6, il faut que :

b+avb+b

7 6

d’ou :
WVb+a=6
Des équations précédentes, on déduit aisément :
Wh=4=b=1 car on a supposé b > 0
a=2+2Vb=a=4
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Question 1 (ANA09.02)

Un designer congoit une nouvelle carafe. Il s’agit d’'un volume de révolution engendré par la
rotation de la courbe x =4 — y + % sin(7r.y) autour de l’axe vertical.

Représentez la courbe génératrice de cette carafe, et calculez le volume ainsi défini pour
y €10,2].

Remarque.  Formule pour le calcul d’un volume de révolution engendré par la rotation d’un
arc de courbe d’équation y = f(x), x € [a,b] autour de I'axe horizontal Ox :

V= 7T/b A (z)da

Adaptez la formule au cas ou 'arc de courbe tourne autour de I'axe Oy.

Solution

2 1 2
V= 7r/ [4 —y+ 3 sin(ﬂ.y)] dy
0

2
1
7r/ [16 + y2 + T sinz(ﬂ.y) — 8y + 4sin(m.y) — ysin(ﬂ.y)] dy
0

o2 2 2 2
1
=7 / (16 — 8y + y°)dy + 4/ sin(m.y)dy + 4./ sin?(m.y)dy — / y. sin(ﬂ.y)dy}
/o 0 0 0
_ -16y ot yj‘ o8y 1 sin(m.y). cos(m.y) +y.cos(ﬂ.y) _ sin(m.y) 2
I 3 s 8 8.1 s ],
I 8§ 4 2 2 4
=7 (32164 — — 4+ 4
i 3 ©® 8 w 7
[ 8§ 1 2
=164+ 24>+
us _ + 3 + 1 + 77}
227

— 94+ 2~ 61.42
+ T A 61.4285,



car

m ™

/y. sin(rm.y)dy = y.—cos(my) B / — cos(m.y) a
). — coir(ﬂ.y) n sinf:;.y)
B sin(m.y). cos(m.y)

/sinQ(w.y)dy = +/cos2(7r.y)dy

m

_ _s1n(7T.y)-C05(7T'y) +/1 — sin2(7r-y)d3/
™

_ _sm(7r.y);TCOS(7T-y) +y— /SmQ(w.y)dy

1 sin(7.y). cos(m.y)
27 2. ’

Question 2 (ALG09.05)

Vous faites une descente de la Lesse en kayak et vous avez pique-niqué sur la berge a midi.
Vous reprenez la descente a 13h. L’esprit un peu engourdi par la digestion, ce n’est qu’apres 2
kilometres de descente que vous vous apercevez que vous avez oublié votre appareil photo sur
la berge ou vous avez mangé. Vous décidez de remonter en pagayant a contre-courant pour
récupérer votre appareil. Vous atteignez votre lieu de pique-nique a 17h, soit 4h apres ’avoir
quitté. Heureusement, I’appareil est toujours la.

Calculez votre vitesse moyenne par rapport a l’eau si on suppose que :
— la vitesse du courant est de 2km/h
— votre vitesse par rapport a ’eau est la méme que vous ramiez dans le sens du courant
ou a contre-courant.

Solution

La vitesse moyenne par rapport a ’eau est notée v. La vitesse par rapport a la berge est
donc v + 2 (km/h) dans le sens du courant et v — 2 (km/h) & contre-courant.

< .2
Temps de descente : +22
Temps de remontée : =5

) 2 _
Ona: ;5 + ;5 =4

Résolvons cette équation pour trouver v :

2(v 4 2) + 2(v — 2) = 4(v* — 16)
4v = 4? — 16
4(v* —v—4)=0
On trouve :
1+v17
V= —
2

On a donc v = 2.56 km/h; la deuxiéme solution de ’équation est a rejeter car négative.



ANAO09.10

Etudiez la fonction :

Solution

— Domaine de f(z) : 0 < z < +o0.
— Assymptote verticale :

Il n’existe pas d’A.V. en 0T
— Assymptote horizontale :

Il n’existe pas d’A.H.
— Assymptote oblique y = mx +p :

m =

r—+oo I

Il n’existe pas d’A.O.
— Zéros de f(x) :

— Dérivée premiere :

Elle s’annule pour z = €%/2 ~ 4.5.

— Dérivée seconde :

Elle s’annule pour et x = e ~ 2.7.

— Tableau synthétique

f(z) =2 (Inz — 2)

Inx —2
1 = 1
Jm, fle) = lim ==
xfl

T— 400
lim @) = lirf z(lnx —2) = 400
Jlim f(z) =0

fz)=0enx=e?~T74

f(x)=22Inz —3)

. / _
Jim fi() =0

ff(@)=2(lnz—1)

0 e e3/2 e?
10 - - - 0 + + +
i - - 0 + + + +  +

fIN N N \ mn ~ 0
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ALG09.4

Comment partager un carré en deux rectangles dont le plus petit peut sinsérer dans le plus grand
avec chacun de ses sommets placés sur chacun des cotés du plus grand ?

Soit le carré ABCD et EF le segment parallele & AB qui partage le carré en deux rectangles ABF'E et
CDEF (fig. a). On suppose par convention que le plus petit des deux rectangles est ABFE. On souhaite
obtenir la figure (b) dans laquelle ABF'E sinsere dans CDGH qui est un rectangle identique & CDEF.

On choisira d’exprimer le probléme en fonction des variables © = |AFE| et 6 = AEG. La longueur du
coté du carré ABCD est égale a 1.

A

B

X

F ¥/ G A H

E U
E
B
D C D F C
(a) (b)

Solution

On exprime aisément que GA+ AH =1 et que GE+ ED =1 — z. Il vient donc le systeme :

xrsinf +1lcosf =1
rcosf +1sinf =1-z

En éliminant z de ces deux équations, on a :

1-— 0 1-— 0
&cos@—ksin@z 1-— &
sin 6 sin 6

cos B — cos? 0 + sin® 0 _ sinf — 14 cosf
sin 0 o sin 0
sin?@ — cos?f —sinf + 1
- =0
sin 6
2sin% 6 — sin 6
i |
sin 6
1
sinf = -
2

Donc,9:%.Onax:2—\/§etlecétéGD:\/§—l.



ANAO09.16

Etudiez la fonction : -

f(x) = sin (§em>

et faites-en une représentation soignée pour x € [—5;2].
On trouvera ci-apres le graphe de la fonction z = Int.

_._.._.._k_._._t_k_.
~LhDwWhROONDON
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
|

0 I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Remarque : ne pas calculer la dérivée seconde.

Solution

Domaine : Le domaine de f(z) est R. f(0) =1et —1 < f(z) < +1
Parité : La fonction n’est ni paire, ni impaire, ni périodique.
Asymptote verticale : aucune

Asymptote horizontale : oui car :

lim f(z)=0
Zéros : - -
0 =sin (§ew> = 56”” =kr = v =In(2k) avec k =1,2,3...
k=1=2;=In(2)=0.7
k=2=2o=In(4)~ 14
k=3=23=1In(6)~ 1.8
k=4=24=1In8)~2.1

Dérivée premiere :

La dérivée s’annule en :

0 = cos (gem) ége“::(Qk—l—l)g =z =In(2k+1) avec k=0,1,2,...



k=0= 29 =In(1l) =0.0 = max
k=1=2; =In(3) ~ 1.1 = min
k=2= 29 =1In(5) ~ 1.6 = max
k=3= 23 =1In(7) ~ 1.9 = min

Remarque : les zéros de la dérivée correspondent évidemment aux abscisses pour lesquelles f(z) =
+1.

Tableau récapitulatif

T
filx) | 0+ - +
f@y 0 7 41 N0 N\ -1 /0 /J +1

0.8

0.6

0.4

0.2




ALGO09.6

Recherchez les solutions x et y du systéme suivant :

(1+d)x +2y =1—1
T —iy =1

ou i? = —1. Notez que x et y peuvent étre des nombres complexes.

Solution

On garde la premiere équation et on remplace la seconde par la premiee multipliée par ¢ plus la

seconde multipliée par 2; on a :
(I+d)z 42y =1—1
i+ 1z =1+3:

En multipliant la seconde équation par 1 — ¢, on obtient successivement :
(I+49)(1—d)ax=(1—149)(1+3i)
20 =4+ 21
r=241

En injectant la valeur de x dans la premiere équation on trouve :

2y=1—3i—(1+4)(2+7)
y=1—-i—-1-3
y=—-2
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