Variables aléatoires et lois de probabilités

1. Exemple

Dans une classe on a noté la pointure de chaque ¢éléve. Voici les résultats.

Pointure Filles Gargons Total
36 1 0 1
37 1 0 1
38 2 1 3
39 4 2 6
40 3 1 4
41 0 3 3
42 1 4 5
43 0 2 2
44 0 2 2
45 0 1 1
46 0 1 1

Total 12 17 29

Choisissons au hasard un éleve de ce groupe. Comme nous le savons, il s’agit 1a d’une
expérience aléatoire.

Si, plutot qu’a la personne elle-méme, nous nous intéressons seulement a sa pointure, c’est-a-
dire a un nombre réel associé a cette personne, nous dirons que nous ¢étudions la variable
aléatoire « pointure ».

Notons X cette variable aléatoire. Pour notre exemple, les différentes valeurs qu’elle peut
prendre sont les nombres entiers compris entre 36 et 46 :

36=X =46 et XEN .

Voici maintenant quelques questions de probabilités.
a) Quelle est la probabilité pour que la pointure de [’éleve soit égale a 40 ?

Comme trois filles et un gargon sont dans ce cas; il y a donc 4 cas favorables sur 29

. . 4
cas possibles et nous écrirons : P(X =40) = 39

b) Quelle est la probabilité pour que la pointure de |’éleve soit inférieure ou égale a 39 ?
I1 suffit d’additionner les probabilités des pointures comprises entre 36 et 39 :

P(X <39) = P(X =36)+ P(X =37) + P(X =38) + P(X =39) =%

Les questions peuvent aussi relever des probabilités conditionnelles.

¢) Sachant que ’éleve est une fille, quelle est la probabilité pour que sa pointure soit égale
a 38?

. . 2
Soit F' I’événement « 1’¢éleéve est une fille ». Nous écrirons : P(X =38|F) = o

AN~
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d) Sachant que l’éléve est un gargon, quelle est la probabilité pour que sa pointure soit
supérieure ou égale a 42 ?

10

Soit G I’événement « I’¢leve est un garcon ». Nous écrirons : P(X =42 |G) = TR

Si nous cherchons la probabilité de chacune des valeurs possibles de X , nous obtenons un
ensemble de valeurs constituant la /oi de probabilité de la variable aléatoire X .

Pour notre exemple, nous trouvons les valeurs suivantes :

1
P(X =36)=—
( ) 2
1

P(X =37)=—
( ) Y
P(X =38) = >
29

P(X =39) =2
29

4

P(X =40) = —
( ) 9
P(X = 41) = =
29

5
P(X =42)=—
( ) 9
2
P(X =43)=—
( ) %
P(X = 44)= =
29
1
P(X =45)=—
( ) Y
1
P(X =46) =—
( ) 29

On visualise couramment une loi de probabilité via un diagramme en rectangles ou une ligne

polygonale.

P(X=x)

A

6/29 +
5/29
4/29 1
3/29
2/29 1

/A\Jﬁ

/

/ \

N

AN

1/29 ¢

36 37

Y

38 39 40 41 42 43 44 45 46  «x
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Exercices

1. On a mesuré les tailles en centimétres de cent femmes adultes. Voici les résultats.

Tailles Effectifs Tailles Effectifs Tailles Effectifs
155 1 164 7 173 6
156 1 165 5 174 4
157 2 166 5 175 3
158 3 167 6 176 2
159 3 168 7 177 3
160 5 169 5 178 1
161 6 170 4 179 1
162 4 171 5 180 1
163 5 172 5

Supposons que cet échantillon de cent femmes soit représentatif de 1’ensemble de la
population féminine du pays.

Une femme est désignée par le sort dans I’ensemble de la population.
Si nous notons 7' la variable aléatoire « taille », quelles valeurs peut-on raisonnablement
donner aux probabilités suivantes ? Critiquer ces réponses.

a) P(T >173) ¢) P(63s<T <172) e) P(T <155)

b) P(T <160) d) P(170<T <175) f) P(T <180)

2. Une piéce de monnaie est lancée trois fois de suite. Le nombre de fois que « face »
apparait au cours de cette expérience est une variable aléatoire X .

a) Donner la loi de probabilité de X, c’est-a-dire calculer P(X =0), P(X =1) , etc.

b) Réaliser le diagramme en rectangles représentant cette loi de probabilité.

3. Méme travail qu’au numéro 2 avec X qui représente cette fois le nombre de « faces »
obtenues lorsque la piéce est lancée quatre fois de suite.
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4. Une expérience aléatoire consiste a jeter deux dés et a observer la somme des résultats
obtenus (variable aléatoire S). Le graphique est celui de la loi de probabilité de S .

P(S=x)
Déterminer : 4
1/6 +
a) P(§=5);
b) P(§S=8) et P(S<8);
1712 4
c) P(S=z4);
d) le plus grand nombre entier & 1
tel que P(S<k)  soit ’_ VT S _I ;
inférieure a 10%.

5. Lors d’un tirage du Lotto, on extrait 7 numéros différents parmi les numéros de 1 a 42.
Soit M la variable aléatoire « le plus grand numéro tiré ».

a) Quelles sont les valeurs possibles de M ?

b) Pouvez-vous expliquer pourquoi P(M =42)=—?

AN~

6. Imaginons un « mini-lotto » consistant a tirer au hasard trois numéros parmi 1, 2, 3,4, 5
et 6. Voici des exemples de tirages : {1,2,3}, {1,2,4}, etc.

a) Sachant que, comme pour le vrai Lotto, Iordre de sortie des numéros n’a pas
d’importance, combien de tirages différents sont-ils possibles ?

b) Dresser la liste de tous les tirages possibles et noter la valeur correspondante de M .
c) Déterminer la distribution de probabilités de M .

Remarque

La détermination des différentes probabilités peut se faire autrement qu’en dressant la liste de
tous les tirages possibles.

A titre d’exemple, voici le calcul de P(M =5) .

6x5x4 _20 .

* On extrait 3 numéros parmi 6 ; le nombre de fagons de faire cela est

* Pour que le plus grand numéro soit 5, il faut que les deux autres numéros aient été tirés

parmi 1,2, 3 et4; le nombre de fagons de faire cela est % =6 .

* Nous en concluons que P(M =5) = 5 i

20 10

7. Calculer la distribution de probabilités de M en utilisant la méthode décrite dans la
remarque ci-dessus.
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2. Espérance mathématique

Exemple

Une personne vous propose un jeu dont voici les regles :

e vous lancez un dé une fois ;
e - sivous obtenez « 6 », vous gagnez 3 € ;
- sivous obtenez « 4 » ou « 5 », vous gagnez 1 €;
- sivous obtenez un résultat inférieur ou égal a « 3 », vous payez 2 €.

Comme pour tous les jeux d’argent, vous refusez évidemment de jouer ! Mais vous vous
posez tout de méme la question : « ce jeu est-il équitable ? »

Une fagon d’aborder le probléeme est d’évaluer votre gain — ou perte — si vous jouez un grand
nombre de fois.

Supposons que le jeu soit répété 600 fois. Il est raisonnable de penser que le « 6 » apparaitra
environ 100 fois, que vous obtiendrez « 4 » ou « 5 » environ 200 fois, et un résultat inférieur
ou égal a « 3 » environ 300 fois'.

Le bilan financier serait alors nettement en votre défaveur :

100x3 +200x1+300x(-2)=-100 €!

Remarquons que perdre 100 € sur 600 parties équivaut a perdre, en moyenne, é ~(,1667 €

par partie. Ceci nous améne a la notion d’espérance mathématique d’une variable aléatoire.

Considérons la variable aléatoire X dont les valeurs sont les gains possible pour le jeu décrit
ci-dessus : 3, 1 et -2 (puisqu’il s’agit d’une perte dans le dernier cas).

Voici la loi de probabilité de X : P(X =3)= %
2

PX=)=—=—
(X=D=-

3 1

P(X=-2)=—=—

( ) =<3

L’espérance mathématique de X, notée E(X) , se calcule comme suit :

E(X)=P(X=3)x3+P(X=1)xl+P(X=—2)x(—2)=éx3+%xl+%x(—2)=—é

La valeur négative obtenue ici indique que le jeu est défavorable au joueur. Elle représente la
perte moyenne par partie.

En effet, nous savons que lorsqu’une expérience aléatoire est répétée de nombreuses fois, les fréquences des
événements ont tendance a se rapprocher des probabilités théoriques.
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Définition

Soit une variable aléatoire X pouvant prendre n valeurs différentes: x, , x, , x;,.., x, .

L’espérance mathématique de X, notée E(X) estla somme des produits de chacune des
valeurs possibles de X par la probabilité que X prenne cette valeur :

EX)=P(X=x)x,+P(X=x)) x,+..+P(X=x,)x,

Sil’onnote P(X =x;)=p, ,nousobtenons: E(X)=p, X, +p, X, +..+p, X, .

n

E(X)= ipixi
i=1

Exercices

1. L’organisateur d’un loterie propose un gros lot d’une valeur de 800 euros, un second lot
d’une valeur de 300 euros et des lots de consolation d’un valeur de 20 euros chacun.
La probabilité de gagner le gros lot vaut 0,001 ; celle de gagner le second lot vaut
0,005 et celle d’avoir un lot de consolation vaut 0,01 .

a) La somme que débourse 1’organisateur est une variable aléatoire X . Quelles sont
toutes les valeurs possibles de X ? Calculer I’espérance mathématique de X .

b) Quel doit étre le prix minimal d’un billet de tombola pour que I’organisateur ne soit
pas perdant ?

2. Les organisateurs d’une tombola de bienfaisance ont imprimé 1000 billets.
I1 a été décidé que 5 billets gagneront 500 € ;
12 billets gagneront 100 € ;
25 billets gagneront 30 € ;
55 billets gagneront 10 € ;
les autres billets ne gagneront rien.

a) Soit X la variable aléatoire « gain procuré par un billet ». Calculer I’espérance
mathématique de X .

b) Sachant que tous les billets seront vendus, quel doit étre le prix d’un billet pour que
cette tombola dégage un bénéfice de 5000 € ?

3. Dans un jeu de « pile » ou « face », on gagne 1 euro si I’on obtient « pile » et on perd 2
euros si I’on obtient « face ». Soit X la variable aléatoire « gain réalisé lors d’une
partie ». Déterminer sa loi de probabilité ainsi que son espérance mathématique.

4. Une piece de monnaie est lancée trois fois de suite. Soit X la variable aléatoire « nombre
de pile obtenux». Déterminer sa la loi de probabilit¢ ainsi que son espérance
mathématique.

Variables aléatoires et lois de probabilités 6




5. Lancer d’un ou plusieurs dés

a) On lance un dé. Soit X la variable aléatoire « nombre de points sur la face
supérieure du dé ». Calculer E(X) .

b) On lance deux dés. Soit S la variable aléatoire « somme des points sur les faces
supérieures des dés ». Calculer E(S) .

c) Ce résultat est-il visible sur le diagramme ci-dessous, représentant la loi de
probabilité de S ?

P(S=x)
A

1/6 t

1/12 ¢

Bl T

2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 «x

d) Comparer les résultats (a) et (b). Surprenant? Quelle est I’espérance
mathématique de la somme des points si I’on lance trois dés ?

6. Une enquéte est menée aupres de cent familles. Pour chacune d’elles, on note le nombre
d’enfants en précisant le nombre de filles et le nombre de gargons. Ce travail donne le
tableau suivant.

Nombre de filles
ol1]2]3]4
o l0]10l9[4a]3][2]28
Sel1|7]10]10]7 1] 35
‘géz 71917 5]0]28
s&|(3[3[2[1]1]0] 7
“ Tal1l1]l0]olo] 2
283122163100

a) Dans combien de familles y a-t-il deux garcons et une seule fille ?
b) Dans combien de familles y a-t-il trois filles ?

c) Une famille est choisie au hasard parmi les cent familles rencontrées. Trois variables
aléatoires sont définies : F « nombre de filles », G « nombre de garcons» et X
« nombre d’enfants ». Calculer E(F) , E(G) et E(X) .

d) Que lien peut-on supposer entre ces trois espérances mathématiques ?
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3. Loi binomiale

Nous allons maintenant étudier des expériences aléatoires pour lesquelles il y a exactement
deux résultats possibles :

* le lancer d’une pi¢ce de monnaie : pile ou face ;

* une naissance : fille ou garcon ;

* un sondage d’opinion : pour ou contre ;

* une question avec une seule réponse correcte parmi quatre réponses proposées :
réponse correcte ou réponse fausse.

Dans la pratique, de telles expériences sont menées un grand nombre de fois :

* lancer cent fois une piéce de monnaie ;

* un certain jour de I’année, 500 enfants naissent dans le pays ;

* un millier de personnes sont interrogées sur le numerus clausus pour les étudiants en
médecine ;

* un examen compte vingt questions et quatre réponses proposées pour chacune d’elles.

Le modéle de ’urne

De telles expériences aléatoires peuvent étre modélisées
par le tirage de boules dans une urne contenant des boules
blanches et des boules noires.

Voici un exemple : les statistiques montrent que 48,5%
des nouveaux-nés sont des filles. Si nous remplissons une
urne avec 485 boules blanches et 515 boules noires,
nous pouvons simuler 500 naissances dans le pays en
tirant 500 boules de 1’urne (ce tirage doit-il se faire avec
ou sans replacement ?)

Un autre exemple : un étudiant décide de répondre au hasard a chacune des 20 questions
d’un questionnaire a choix multiples ; sachant que pour chaque question, il y a quatre
réponses proposées (dont une seule correcte), comment peut-on simuler cette expérience
aléatoire a I’aide d’une urne ?

Nous allons maintenant résoudre un probleme de tirages de boules dans une urne. Nous
allons ainsi découvrir une méthode générale qui nous permettra de résoudre des questions de
probabilités liées aux naissances, aux tests de type QCM, etc.

Probléme

Une urne contient 7 boules blanches et 3 boules noires. On extrait successivement 4
boules de I'urne (tirage avec remise).

Soit X la variable aléatoire « nombre de boules blanches obtenues ». Déterminer la loi de
probabilités de X .
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Solution

Les valeurs possibles pour X sont 0, 1, 2, 3 et 4. Afin de déterminer la probabilité de
chacune de ces valeurs, nous allons utiliser un diagramme en arbre.
1 boule 2°" boule 3*" boule 4" boule

7/10

7/10 ‘
3/10
7/10 ‘ 7/10

3/10
3/10

‘ 7/10
7710 7/10 ‘

O
O
3/10 3/10
7/10
3/10 O
3/10
7/10 O
7/10 O
3/10
O
7/10 7/10
3/10 3/10 O
3/10
7/10 O
7/10 O
3/10 3/10
7/10
3/10 O
3/10

Quelle est la probabilité de n’obtenir aucune boule blanche (ou quatre boules noires) ?

Seul le chemin inférieur du diagramme en arbre est favorable. Nous avons donc :
P(X =0)=03"=~0,0081 .

Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche et trois boules noires ?

La probabilité d’obtenir le tirage BNNN , dans cet ordre, est égale a 0,7-0,3° .

Les tirages NBNN, NNBN et NNNB conviennent également et possedent chacun la méme
probabilité que BNNN.
Il y a ainsi quatre chemins favorables dans le diagramme en arbre et nous obtenons :

P(X =1)=4-0,7-0,3’ =0,0756

Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches et deux boules noires ?

Voici les six différents ordres possibles pour les tirages favorables :

BBNN, BNBN, BNNB, NBBN, NBNB et NNBB

Chacun de ces tirages posséde une probabilité égale & 0,7° -0,3> . Par conséquent :

P(X =2)=6-0,7>-0,3> = 0,2646
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Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches et une seule boule noire ?

Voici les quatre différents ordres possibles pour les tirages favorables :

BBBN, BBNB, BNBB et NBBB

Chacun de ces tirages posséde une probabilité égale & 0,7° -0,3 . Par conséquent :
P(X=3)=4-03-03~0,4116

Quelle est la probabilité d’obtenir quatre boules blanches ?

Seul le chemin supérieur du diagramme en arbre est favorable. Nous avons donc :
P(X =4)=0,7* =0,2401 .

Cette loi de probabilité est représentée par le diagramme ci-dessous. Il montre bien que le
nombre de boules blanches le plus probable est 3 . C’était prévisible. Pourquoi ?

0.5 reeeeeeneeeneeeneeeee e

0.4 foeereeeeemmmeenneeen R e

K S

) I E——

[/ B SEELEEEEEEEERERERE R EEEE SRR -

Y

Remarque

Plutét que de faire un diagramme en arbre complet, ce qui est souvent fastidieux, nous
pouvons utiliser le schéma suivant comme support de raisonnement.

0.7 0.7 0.7

0.3

Une fléche supérieure symbolise le tirage d’une boule blanche, tandis qu’une fléche inférieure
symbolise celui d’une boule noire. La probabilité de tirage est indiquée a proximité de la
fleche.

La probabilit¢ d’obtenir le tirage BBNB dans cet ordre vaut donc
0,7-0,7-0,3-0,7=0,7°-0,3 .
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Si I’on souhaite connaitre la probabilité de tirer trois boules blanches et une seule noire, sans
se préoccuper de l’ordre, il reste a déterminer le nombre de « mots» de quatre lettres
comprenant trois fois la lettre B et une fois la lettre N .

Cela revient a déterminer le nombre de fagons de placer trois fois la lettre B sur quatre

emplacements possibles2 : Cf =4 . Finalement: P(X =3)= C: -0,7°-03~=0,4116 .

Généralisation (1)

Procéder a des tirages successifs, avec replacement, de boules d’une urne contenant des
boules blanches et des boules noires est un exemple de schéma binomial ou de Bernoulli.

Un schéma binomial est constitué de n expériences aléatoires indépendantes les unes des
autres ; chacune de ces expériences donne deux résultats possibles dont les probabilités
restent invariables tout au long du schéma.

Une suite de n tirages peut étre représentée par un mot de n lettres ne comprenant que les
lettres B et N. Par exemple,pour n=10: BBNBNNNBNN.

Si la probabilité de tirer une boule blanche vaut p et celle de tirer une boule noire vaut ¢
(avec g =1- p ), la probabilité d’obtenir la suite BBNBNNNBNN vaut:

p.p-q4-r4.99.p99=p"q°

Etant donné qu’il y a C; fagons d’écrire un mot de 10 lettres comprenant 4 fois la lettre
B et 6 fois lalettre N, la probabilité d’obtenir 4 boules blanches et 6 boules noires vaut :

4 4 6
0P 4
Si I’on note X la variable aléatoire « nombre de boules blanches obtenues », nous avons :

P(X =4)= Cl40'p4-q6

Exercices

1. Pour un schéma binomial, on s’exprime souvent en termes de « succes » et « échec ».
Soit p la probabilité de succes et g la probabilité d’échec d’une expérience aléatoire.

a) Sil’expérience est menée 10 fois de suite, écrire la formule donnant la probabilité de
récolter exactement 3 succes.

b) Si ’expérience est menée 8§ fois de suite, écrire la formule donnant la probabilité de
récolter exactement 5 succes.

2. Une urne contient 35 boules blanches et 65 boules noires. Vous effectuez n fois le
tirage, avec replacement, d’une boule de 1’urne.
Ecrire la formule donnant la probabilité de tirer k& boules blanches et n — k& boules
noires.

% Ou une seule fois la lettre N sur quatre emplacements possibles : C i =4 .
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Généralisation (2

Soit X le nombre de succes récoltés au cours d’un schéma binomial de n expériences.
Soit p la probabilité de succés et g la probabilité d’échec.

La variable aléatoire X est dite binomiale de parametres n et p. Celase note X~ B(n,p) .
La loi de probabilité de X est:

P(X=0)=¢q"
P(X=1)=C..pq""
P(X=2)=C.p’q""
P(X=3)=C..p'q"”

P(X =n)=p"

En résumé :

P(X =k)=Cl.p*.q""| avec 0=k =n

Exercices

1. La probabilité qu’un nouveau-né soit un gargon vaut environ 0,515 ; la probabilité que le
bébé soit une fille vaut donc environ 0,485 .

a) Soit X la variable aléatoire « nombre de filles dans une famille de 5 enfants ».
Déterminer la distribution de probabilité¢ de X .

b) Un certain jour, quinze bébés naissent a La Louvicre.
Quelle est la probabilité qu’il y ait 10 filles parmi eux ?

¢) Quelle est la probabilité d’obtenir la composition de famille de la photo ?
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2. Dans un jeu de cinquante-deux cartes, il y a quatre « couleurs » : cceur, carreau, trefle et
pique (¥, ¢ & et &). Chaque couleur compte treize cartes.
On extrait successivement 4 cartes du jeu (tirage avec remise).
Soit X la variable aléatoire « nombre de coeurs obtenus ». Déterminer la distribution de
probabilités de X .

3. Un test comporte six questions a choix multiples.
Il y a trois choix possibles pour chaque question avec une seule bonne réponse dans
chaque cas.
Un étudiant décide de répondre au hasard a chaque question.

a) Quelle est la probabilité qu’il obtienne exactement trois bonnes réponses ?

b) Quelle est la probabilité qu’il n’obtienne aucune bonne réponse ?

4. On lance un dé bien équilibré dix fois de suite.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois le « 6 » ?

b) Quelle est la probabilité de n’obtenir aucun « 6 » ?

5. Un test comporte six questions a choix multiples. Il y a quatre choix possibles pour
chaque question avec une seule bonne réponse dans chaque cas.
Un étudiant décide de répondre au hasard a chaque question.
Soit X la variable aléatoire « nombre de bonnes réponses obtenues » et voici la loi de
probabilité de X .

K P(X = k)
0 0,1780
1 0,3560
2 0,2966
3 0,1318
4 0,0330
5 0,0044
6 0,0002

a) Vérifier que P(X =3) estbien égalea 0,1318.
b) Quelle est la probabilité qu’il obtienne au plus deux bonnes réponses ?

c) Quelle est la probabilité qu’il obtienne au moins trois bonnes réponses ?
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Utilisation de tables binomiales cumulatives

Dans la pratique, on utilise souvent des tables cumulatives. Celles-ci donnent les valeurs de
P(X = k) , c’est-a-dire, dans le cas de I’exercice 5, la probabilité d’obtenir au plus k bonnes

réponses.

Par exemple :

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1+ P(X =2)=0,1780 + 0,3560 + 0,2966 = 0,8306

6. Reprendre I’énoncé de I’exercice 5.

a) Vérifier les premieres lignes et compléter la table cumulative ci-dessous.

k P(X <k)
0 0,1780
1 0,5339
2 0,8306
3

4

5

6

b) Comment déterminer, a I’aide de la table cumulative, la probabilité que I’étudiant
obtienne exactement trois bonnes réponses?

7. Voici le diagramme représentant la loi de probabilité d’une variable aléatoire binomiale
X avec n=6 et p=0,25 (la méme que dans les exercices 5 et 6).

P(X=k)
A

0.4

0.3

0.2

0.1
+ + + t _31__4"_ * >
0o 1 2 3 4 5 6 k

a) Comment trouver les valeurs de P(X =2) et P(X =3) al’aide de ce diagramme ?
b) Comment trouver P(X =4) al’aide de la table cumulative ?

c) Pourquoi une table cumulative est-elle plus pratique qu’une table non cumulative ?
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8. Voici la table cumulative d’une variable aléatoire binomiale X avec n=10 et p=0,25.
a) Pourquoi cette table renseigne-t-elle k P(X <k)
P(X <8)=P(X =<9)=P(X =10)=1? Critiquer. 0 0,0563
' ’ ' 1 0,2440
b) L’étudiant que nous connaissons bien conserve la méme 2 0,5256
méthode pour présenter ses tests : face a un QCM de 3 0,7759
10 questions avec 4 choix possibles pour chaque ;_‘ 83?(1)2
question, il décide de répondre au hasard ! p 0.9965
Quelle probabilité a-t-il de récolter plus de 6 bonnes 7 0.9996
réponses ? 8 1,0000
9 1,0000
c) Calculer P2< X <6) . 10 1,0000
9. Voici les diagrammes des lois binomiales pour n =10 et p=0,1;0,2;...;0,9.
a) Repérer le rectangle le plus haut dans chaque diagramme. Expliquer.
b) Certains diagrammes sont « miroirs » I’un de ’autre. Expliquer.
A A A
p=01 p=02 p=03
04T ___ 04T 04T
03T 0.3 03T
02T 021 021
01T 0.1 UNE
012345678910; 012345678910; 012345678910;
A A 1
p=04 p=05 p=06
04T 04T 04T
03T 03T 03T
0.2t 02T 0.2t
0.1+ 0.1+ 0.1+
012345678910; 012345678910: 012345678910;
A A A
p=07 p=08 p=09
047 04T 044 -
03T 03T 0.3+
02T 02T 0.2+
0.1¢ 0171 01t
012345678910; 012345678910’ 012345678910;

Variables aléatoires et lois de probabilités
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En annexe, vous trouverez des tables binomiales cumulatives pour toutes les valeurs entieres
de n comprises entre 2 et 20, ainsi que pour n =50 et n=100.

Les valeurs choisies pour p sont: 0,05; 0,10, 0,15, ...; 0,50 etaussi Y ; % .

Exercices basés sur les tables fournies en annexe

1. Pourquoi n’est-il pas nécessaire de fournir des tables pour p =0,5 ?

2. Soit X une variable aléatoire binomiale. Déterminer les probabilités suivantes a I’aide
des tables.

a) P(X =<4 pour n=8 et p=035
b) P(X <10) pour n=19 et p=0,5
c) P(X>98) pour n=15 et p=0,2
d) P(X =15) pour n=50 et p=J}
e) P(X=9) pour n=50 et p=Jy

f) P(B5< X <45) pour n=100 et p=%

Remarque : si ’on travaille avec des valeurs de p supérieures a 2 , il est commode de
s’intéresser aux €checs plutdt qu’aux succes ; voici un exemple.

Ondonne n=12 et p=0,75. On demande de calculer P(X <5) .

Définissons la variable aléatoire Y « nombre d’échecs ». Nous avonsdonc: Y=12 - X.
Cette nouvelle variable obéit a une loi binomiale avec les paramétres n =12 et p=0,25.

P(X <5)=P(Y=7)=1-P(Y <6)~1-09857 =~ 0,0143

3. En application de cette remarque, déterminer a 1’aide des tables.

a) P(X =<10) pour n=20 et p=0,6
b) P(X =44) pour n=50 et p=0,9
c) P(X >06) pour n=14 et p=%

4. On estime qu’un candidat sur six réussit ’examen pratique de conduite automobile au
premier essai. Ce mercredi aprés-midi, 17 candidats se présentent pour la premicre fois.
Quelle est la probabilité pour que plus de trois d’entre eux réussissent ?

5. En examinant un grand lot de blocs de fromage, I’inspection sanitaire conclut que 1%
des blocs contiennent un taux trop élevé de dioxine. Un supermarché ayant acheté 100
blocs de ce fromage, quelle est la probabilité pour qu’il n’y ait pas plus de 5 blocs
contaminés ?
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6. a) Un tireur a I’arc débutant atteint le centre de la cible en moyenne une fois sur cing.
Il tire 50 fois de suite.
Quelle est la probabilité qu’il « tape dans le mille » plus de 10 fois ?

b) Apres quelques années d’entrainement, il atteint le centre en moyenne quatre fois sur
cing. Quelle est la probabilité qu’il manque le centre 10 fois ?
Et quelle est la probabilité qu’il atteigne le centre plus de 40 fois ?

7. Un certain traitement médical est efficace pour 60 % des patients auxquels il est
administré. Dans un groupe de douze patients, quelle est la probabilité que le traitement
se révele inefficace pour au plus cinq d’entre eux ?

Et quelle est la probabilité qu’au moins huit patients soient guéris ?

8. Un médecin prétend étre capable de déterminer le sexe d’un enfant trois mois avant sa
naissance. Il affirme que ses prévisions se sont avérées exactes dans 80 % des cas. Afin
de vérifier ses dires, on lui propose de faire des prévisions pour 15 nouveaux cas.

a) Si les propos du médecin ne sont que pure fanfaronnade, c’est-a-dire s’il n’a qu’une
chance sur deux de prévoir le sexe du bébé, quelle est la probabilité qu’il fasse au
moins douze prévisions correctes ?

b) Mais si ses compétences sont réelles, quelle est la probabilité qu’il fasse moins de
douze prévisions correctes ?

9. Une piece de monnaie est lancée n fois. Quelle est la probabilité¢ d’obtenir entre 40 %
et 60 % de « faces » lorsque :

a) n=10? Db) n=20? ¢) n=50? d) n=1007?

Que constate-t-on ? Etait-ce prévisible ?
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4. Loi hypergéométrique

Rappelons-nous les caractéristiques du schéma binomial : il est constitué de n expériences
aléatoires indépendantes les unes des autres ; chacune de ces expériences donne deux résultats
possibles dont les probabilités restent invariables tout au long du schéma.

Il n’en est pas toujours ainsi ! Les expériences peuvent étre dépendantes les unes des autres
et les probabilités varier au cours du schéma. Tel est le cas du schéma hypergéométrique.

Afin d’expliquer de quoi il s’agit, revenons a une situation que nous avons déja rencontrée : le
tirage de boules dans une urne.

Probléme

Une urne contient 16 boules blanches et 4 boules noires. On extrait successivement 4
boules de I'urne (tirage sans remise).

Soit X la variable aléatoire « nombre de boules blanches obtenues ». Déterminer la loi de
probabilités de X .

Solution
1° boule 2" boule 3°™ houle 4°™ boule
13717
14/ 18 ‘
‘ 4/17
15719 14717 '
4/18
‘ 3/17
14717 '
16/20 15718 )
4/19 3/17
15717
3/18 ‘
2/17
14717 ‘
15718 )
‘ 3/17
16/19 15717 .
4/20 3/18
2717
15717 .
16718 )
3/19 2/17
16717
2/18 .
1/17

Lors du premier tirage, la probabilité d’obtenir une boule blanche est %, et celle d’obtenir
une boule noire est %, . Au deuxiéme tirage, il n’y a plus que 19 boules dans 1'urne
puisque le tirage se fait sans replacement. La probabilité d’obtenir une boule blanche dépend
donc de la couleur de la premiére boule : si elle est blanche, il n’y a plus que 15 boules
blanches dans I’urne d’ou une probabilité¢ de 'Y, ; si elle est noire, toutes les boules blanches
sont encore dans 1’urne d’ou une probabilité¢ de %, .

Toutes les autres probabilités attachées aux branches du diagramme s’expliquent d’une fagcon
analogue. Vérifiez !
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Quelle est la probabilité de n’obtenir aucune boule blanche (ou quatre boules noires) ?

Seul le chemin inférieur du diagramme en arbre est favorable. Nous avons donc :

La probabilité d’obtenir le tirage BNNN , dans cet ordre, est égale a % % % % ~(0,0033 .
Voici les probabilités pour les autres tirages qui conviennent :
* NBNN 41632 0,0033
20 19 18 17
* NNBN 4. 3162 0,0033
20 19 18 17
* NNNB 4.3 216 0,0033
20 19 18 17

Quand I’ordre du tirage change, I’ordre des facteurs change aussi mais cela ne change rien au
résultat final ! Retenons cela pour la suite ...
I1 suffit donc de reprendre le résultat trouvé pour BNNN et de le multiplier par 4 :

PX=D)=4— . 2.2~ ~0,0132

Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches et deux boules noires ?

Voici les six différents ordres possibles pour les tirages favorables :

BBNN, BNBN, BNNB, NBBN, NBNB et NNBB

Chacun de ces tirages poss¢de une probabilité égale a 10154 3 ~(0,0033 .
20 19 18 17
Par conséquent :
P(X=2)=6 E E i i~0,1486
20 19 18 17

Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches et une seule boule noire ?

Voici les quatre différents ordres possibles pour les tirages favorables :

BBBN, BBNB, BNBB et NBBB

Chacun de ces tirages poss¢de une probabilité égale a 1o 1514 4 ~(,1156 .
20 19 18 17
Par conséquent :
P(X =3)= e 15 14, i~O,4623
20 19 18 17
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Quelle est la probabilité d’obtenir quatre boules blanches ?

Seul le chemin supérieur du diagramme en arbre est favorable. Nous avons donc :

P(X=x)
A
/R e
0.4 +--------cememcemccceebeeeeteeeeane
0.3 4ovemeeeeee R
0.2 oo g
[ AN N—
0 T 2 3 4 x:

Remarque : dans les calculs précédents, les nombres de chemins favorables (1,4, 6,4 et 1) ne
sont autres que les coefficients binomiaux : C, , C, , C; , C, et C; .

Une autre facon de résoudre le probléme

Nous pouvons utiliser les techniques de dénombrement et calculer les probabilités en grace
aux rapports « nombre de cas favorables / nombre de cas possibles ».

Nombre de cas possibles

I1 s’agit du nombre de fagons de tirer sans replacement 4 boules parmi 20 boules :

|
Cy = 20 4g4s
164!

Nombre de cas favorables pour ...

* aucune boule blanche et quatre noires :  C,,.C; =1— P(X =0) = @ ~0,0002 ;

* une seule boule blanche et trois noires : C},.C; =64 — P(X =1) = % ~0,0132 ;

* deux boules blanches et deux noires;  C,.C: =720 = P(X =2) = % ~0,1486

... continuez !
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Une comparaison importante ! Et si le tirage avait été fait avec replacement ?

Reprendre les données du probleme précédent et déterminer la loi de probabilit¢ de X
(exercice).

Cette loi est représentée par le diagramme de gauche, confronté au diagramme déja obtenu a
la page précédente.

Tirage avec replacement (loi binomiale) Tirage sans replacement (loi hypergéométrique)
P(X=x) P(X=x)
A A

0.5 f---mmmmmememmemne e 0.5 f--r-mrmmmmemmem s

0.4 f--------reemmeseoroe oo fEEEpEEE L/ B e L b

0.3 T--------emmeemeeeea-a-- R 0.3 f-----emeemmeemseeeseeiohanaanbaaaas

0.2 f---eeeeiemreeieeeeboeea b e 0.2 q-----emeeemeeeeeeeeeecbeecheeee

0.1 f------mrmeemmeeofemmaheneaafaaes 0.1 f----------meemmeecpenahoneacfanann

=& > ——1 >

0o 1 2 3 4 0o 1 2 3 4 X

Commentaires

* Lorsque nous tirons au hasard, sans replacement, quatre boules d’une urne contenant
vingt boules (dont seize blanches et quatre noires), la variable aléatoire X « nombre de
boules blanches obtenues » est dite de loi hypergéométrique. Lorsque le tirage se fait
avec replacement, cette variable aléatoire est de loi binomiale.

* Dans le cadre d’une loi hypergéométrique, les résultats du tirage de la premiére boule, de
la seconde boule, etc. sont dépendants, alors que dans le cadre d’une loi binomiale, ils
sont indépendants.

* Intuitivement, on peut comprendre que si 1’on extrait un petit échantillon d’une
population nombreuse, I’écart entre les lois binomiale et hypergéométrique sera faible.
C’est ce que montrent, dans une certaine mesure, les deux diagrammes ci-dessus.

Pour illustrer cela davantage, voici d’autres exemples.

Les tables @, ® et © correspondent respectivement a des tirages sans replacement de
4 boules parmi 20, 100 et 1000.

La proportion de boules blanches est toujours de 80 %.

La table @ correspond a des tirages avec replacement de 4 boules avec une probabilité
de succes p=0,8. Comparer et commenter.

Lois hypergéométriques Loi binomiale
0 2] © 4]
k P(X =k) P(X =k) P(X =k) P(X =k)
0 0,0002 0,0012 0,0016 0,0016
1 0,0132 0,0233 0,0254 0,0256
2 0,1486 0,1531 0,1536 0,1536
3 0,4623 0,4191 0,4105 0,4096
4 0,3756 0,4033 0,4090 0,4096
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Conclusion

Lors d’un tirage sans replacement d’un échantillon de taille relativement réduite par rapport a
I’ensemble de la population, on peut procéder comme si le tirage se faisait avec replacement.
En d’autres mots, pour de petits’ échantillons, la loi binomiale constitue une bonne
approximation de la loi hypergéométrique.

Exercices

1. Dans un grand lac, ou vivent environ 10000 poissons, ily a 40 % de carpes 60 % de
perches. Supposons que chaque poisson se laisse capturer avec la méme facilité (ou
difficulté ...). Calculer la probabilité pour que dans une péche de dix poissons, il y ait
quatre carpes et six perches.

Carpe Perche

2. Le propriétaire d’un étang y introduit huit carpes et douze perches. Le lendemain, un
pécheur capture cinq poissons. Quelle est la probabilité qu’il y ait deux carpes et trois
perches dans sa prise ?

3. Une classe est constituée de quatorze filles et douze garcons. Afin de former une
délégation qui rencontrera le directeur, quatre éléves sont désignés par le sort. Quelle est
la probabilité que la délégation soit formée par deux filles et deux gargons ?

4. Parmi les militants du CDk , 60 % sont favorables a une coalition avec le PR tandis que
40 % préferent s’allier au MS . Sil’on interroge dix membres au hasard du CDk , quelle
est la probabilité que 1’on y retrouve la proportion 60 % - 40 % ?

5. Au Lotto, on tire au hasard sept numéros parmi quarante-deux (sans répétition). Quelle
est la probabilité que trois des sept numéros soient inférieurs ou égaux a 13 ?

3 Le terme « petit » est a prendre au sens relatif : le nombre d’individus de I’échantillon est petit par rapport aux
nombre d’individus dans la population entiére.
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Annexe : tables binomiales cumulatives
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Annexe : tables binomiales cumulatives



